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Abstract
In the first part we shortly review the historical development of the non-
commutative geometry. After presenting some of the main features and pro-
blems of the wide class of quantum field theories on noncommutative spaces,
we give a brief introduction of the frame formalism in the noncommutative
differential geometry. Introducing the earlier defined truncated Heisenbera
algebra, we review the construction of differential geometric objects on it
using the frame formalism. We complete the introduction by citing the pre-
viously shown equivalence of the Grosse-Wulkenhaar model with the scalar
theory coupled to the curvature of the truncated Heisenberg space.
Further, we present our construction and analysis of the Dirac action on
the truncated Heisenberg algebra. In particular, the nonminimal couplings
to the background gravitational field via torsion was considered. By the
dimensional reduction to the Heisenberg algebra we obtained the renorma-
lizable Vignes-Tourneret model which is an extension of the noncommuta-
tive Gross-Neveu model. This result indicates that, as on the commutative
curved backgrounds, nonminimal couplings with torsion and curvature are
necessary (and sufficient) for renormalisability of scalar and spinor theories
on the curved noncommutative spaces.
In the last part, we present our calculation of the divergent one-loop cor-
rections to the propagators of the U(1) gauge theory on the truncated Hei-
senberg space, which is one of the gauge extensions of the Grosse-Wulkenhaar
model. The model is purely geometric, based on the Yang-Mills action; the
corresponding gauge-fixed theory is BRST invariant and has trivial classical
vacuum. We quantize perturbatively around this vacuum and, along with
the usual wave-function and mass renormalizations, we find divergent non-
local terms of the −1 and −2 type. We discuss the meaning of these
terms and possible improvements of the model.
Key words: noncommutative geometry, quantum field theory, gauge the-
ory, renormalization, curved space
Scientific field: Physics
Research area: Theoretical high energy physics
UDK number: 538.9(043.3)
Rezime
Posle kratakog istorijskog prikaza razvoja nekomutativne
geometrije i upoznavaǌa sa osnovnim osobinama i proble-
mima kvantnih teorija poǉa formulisanih na nekomutativ-
nim prostorima dat je uvod u tetradni formalizam u ne-
komutativnoj diferencijalnoj geometriji. Razmotrili smo
osnovne osobine ranije definisane modifikovane Hajzenber-
gove algebre i opisali konstrukciju diferencijalne geome-
trije na ovom nekomutativnom prostoru. Ovo je uraeno ko-
rixeǌem tetradnog formalizma. Uvodna razmatraǌa za-
vrxavamo navoeǌem prethodnog rezultata, gde je pokazana
ekvivalencija Grose-Vulkenharovog modela i skalarne teo-
rije na zakrivǉenom nekomutativnom prostoru.
U nastavku predstavǉamo formulaciju i analizu Dirako-
vog dejstva na modifikovanoj Hajzenbergovoj algebri. Kon-
kretno, razmotrena je neminimalna interakcija sa pozadin-
skim gravitacionim poǉem. Renormalizabilni model je do-
bijen dimenzionom redukcijom na Hajzenbergovu algebru. Us-
postavǉena je ekvivalencija sa Viǌ-Turnerovim modelom koji
je nekomutativna ekstenzija Gros-Nevoovog modela. Ovaj re-
zultat je indikacija da je interakcija sa torzijom i kri-
vinom neophodan (i dovoǉan) uslov za renormalizabilnost
skalarnih i spinorskih teorija na zakrivǉenom nekomuta-
tivnom prostoru.
U posledǌem delu, predstavili smo rezultate raquna di-
vergentnih kvantnih korekcija propagatora na nivou jedne
petǉe, za gradijentno U(1) poǉe na modifikovanom Hajzen-
bergovom prostoru. Ova teorija je ranije formulisana i
predstavǉa jednu ekstenziju Grose-Vulkenharovog modela za
gradijentno poǉe. Model je qisto geometrijski, zasnovan na
Jang-Milsovom dejstvu i BRST invarijantan. Nakon per-
turbativne kvantizacije oko trivijalnog vakuuma, nalazimo
divergentne nelokalne qlanove oblika −1 i −2 . Napo-
sletku analiziramo znaqeǌe ovih qlanova i mogunosti za
popravku modela.
Kǉuqne reqi: nekomutativna geometrija, kvantna teorija
poǉa, gradijentna teorija, renormalizacija, zakrivǉen pro-
stor
Nauqna oblast: Fizika
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Shvataǌe prirode se trenutno oslaǌa na dve fiziqke teorije koje
imaju disjunktne domene vaeǌa i suxtinski razliqitu matematiqku
strukturu. Kvantna mehanika je zasnovana na algebri operatora defi-
nisanih na Hilbertovom prostoru i opisuje efekte na malim rasto-
jaǌima. S druge strane, opxta teorija relativnosti je zasnovana
na Rimanovoj geometriji i uspexno opisuje efekte na velikim ska-
lama duine. Pokuxaji da se formulixe jedinstvena teorija osnov-
nih interakcija, na primer da se opxta teorija relativnosti opixe
u kontekstu kvantne mehanike, kao kvantna teorija poǉa, do sada nisu
uspeli. Svi dosadaxǌi pokuxaji da se pronae jedinstveni teorijski
okvir zahtevaju odreenu promenu paradigme. Ova promena paradigme
moe biti, na primer ontoloxka kao u teoriji struna, xto znaqi da
se uvode novi fundametalni konstituenti, u ovom sluqaju strune ili
brane (ili spinske mree u sluqaju teorije kvantne gravitacije na
petǉama). Drugi naqin podrazumeva neontoloxku promenu paradigme
jer se ne uvode novi entiteti, nego redefinixu algebarski postulati
na kojima je zasnovana sama geometrija koja stoji u osnovi opisa ma-
terije. Posledǌi pristup, a koji nosi naziv nekomutativna geome-
trija1 i kojem e biti posveen ostatak ovog teksta, poqiva na uve-
reǌu da se prostor-vreme na malim skalama duine modifikuje tako
da koordinate qine nekomutativnu asocijativnu algebru. Ovo pred-
stavǉa ekstenziju algebarskog aparata kvantne mehanike na klasiqnu
1U skorije vreme, razvijen je jox jedan neontoloxki pristup koji se naziva uopx-
tena geometrija. Interesantna je qiǌenica da iz uopxtene geometrije mogu da se
dobiju vakuumi teorije struna [1].
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geometriju. Na taj naqin modifikovana ,,kvantna geometrija” otvara
mogunost ujediǌeǌog opisa prirode na nivou geometrije.
Ideja o modifikaciji geometrije na malim rastojaǌima i minimal-
noj skali duine potiqe jox iz tridesetih godina XX veka, iz vremena
nastanka kvantne elektrodinamike [2, 3]. Motivisan potrebom da rexi
problem ultraǉubiqastih divergencija, Snajder je 1947. godine uka-
zao na mogunost da se na Lorenc-invarijantan naqin odredi gorǌa
granica skale impulsa [4]. On je pokazao da zahtev Lorencove in-
varijantnosti ne uslovǉava kontinualnost prostor-vremena. Posto-
jaǌe najmaǌe duine za posledicu ima nekomutativnost koordinata
i na prirodan i Lorenc-invarijantan naqin, zbog komplementarnosti
koordinata i impulsa, odreuje gorǌu granicu impulsa. Nedugo za-
tim, uspeh programa renormalizacije kvantne teorije poǉa izmestio
je ideju nekomutativnosti iz istraivaqkog interesovaǌa na nekoliko
decenija.
Tek kada su se pojavili problemi sa kvantovaǌem gravitacije, po-
stalo je jasno da je klasiqna predstava prostor-vremena mogua pre-
preka za formulaciju jedinstvene konzistentne teorije osnovnih in-
terakcija. Moe se rei da je opxte uvereǌe da se klasiqni pojam
prostor-vremena ispod nekog opsega duina mora modifikovati i da
ispod Plankove skale nema smisla govoriti o prostor-vremenu u ope-
racionalnom smislu [5]. Postojaǌe horizonta dogaaja u pokuxaju
lokalizacije objekta proizvoǉno malih dimenzija implicira neodre-
enost u mereǌu koordinata, a samim tim i modifikaciju prostor-
vremena. Ako se prostor postulira kao mnogostrukost qije koordinate
meusobno ne komutiraju, odatle prirodno slede relacije neodree-
nosti i time je nemogunost postojaǌa jasnog koncepta prostor-vremena
na malim skalama inkorporirana u matematiqku stukturu teorije, a
izbegnut je i prethodno navedeni paradoks. Ako koordinate ne ko-
mutiraju, nemogue ih je istovremeno izmeriti, pa pojam taqke gubi
smisao. Na taj naqin se izbegava interakcija u taqki koja je jedan od
izvora ultraǉubiqastih divergencija u standardnoj teoriji poǉa.
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Preduslov za nastanak nekomutativne diferencijalne geometrije je
formulacija diferencijalnog raquna na nekomutativnim algebrama.
Razvojem algebarske topologije i K-teorije, kao i snanim uticajem
koji je ostavila Atija-Singerova teorema, stvara se okrueǌe u ko-
jem Kon, inspirisan kvantnom mehanikom, osamdesetih godina XX veka
uspeva da proxiri pojam diferencijala na nekomutativne algebre [6].
Osnovna ideja je kvantizacija diferencijalnog raquna po ugledu na
operatorski formalizam kvantne mehanike, pri qemu je diferencijal
formalno definisan pomou komutatora [7]
df = i[F, f ], (1.1)
gde je f element involutivne algebre A, operatora na Hilbertovom
prostoru H, a F autoadjungovani operator na H, takav da zadovoǉava
uslov F 2 = 1. Ovaj uslov je izabran kako bi se obezbedilo da dife-
rencijal df antikomutira sa F , xto definixe d2 = 0. U fizici ovaj
uslov zadovoǉava, na primer, operator kiralnosti. Ureena trojka
(A, F,H ) naziva se spektralna trojka i predstavǉa polazni objekat
u zasnivaǌu nekomutativne geometrije po Konu. Nekomutativna di-
ferencijalna geometrija u ovom kontekstu moe da se posmatra kao
analogon obiqne diferencijalne geometrije, gde su preseci na vektor-
skim raslojeǌima zameǌeni modulima nad asocijativnim nekomutativ-
nim algebrama. Postoji formalna analogija izmeu jednaqine (1.1) i
identiteta za Dirakov operator u obiqnoj geometriji. Neka je f glatka
funkcija, ψ Dirakov spinor, a /D Dirakov operator, tada vai [9, 8]
iγα(eαf)ψ = /D(fψ)− f /Dψ, (1.2)
gde je eα Pfafov izvod u bazisu tetrade θα. Ova jednaqina u opera-
torskom obliku moe da se napixe kao
γαeαf = −i[ /D, f ]. (1.3)
Ako se napravi zamena γα 7→ θα, onda je izraz na levoj strani de Ramov
diferencijal2, xto je analogon jednaqini (1.1).
2Ova zamena je samo analogija jer je θαθβ + θβθα = 0, dok je γαγβ + γβγα 6= 0, [10]
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Formulacija nekomutativne diferencijalne geometrije otvorila je
mogunost za razmatraǌe posledica modifikacija prostor-vremena na
malim skalama duine, u smislu prethodno iznetog. U ovom kontek-
stu, aparat kvantne teorije poǉa, koja operixe funkcijama koje su
definisane na diferencijalnim mnogostrukostima je proxiren na aso-
cijativne nekomutativne algebre koje mogu da se interpretiraju kao
algebre funkcija na nekomutativnim (kvantovanim) prostorima. Ovim
pristupom je kvantnomehaniqki matematiqki aparat inkorporiran u
osnovne postavke geometrije, pa moemo da kaemo da su na taj naqin
obe strane Ajnxtajnovih jednaqina zapisane na algebri operatora, kao
u kvantnoj mehanici. Prvi korak ovakvog pristupa predstavǉa ispi-
tivaǌe osobina teorije poǉa na fiksiranim nekomutativnim prosto-
rima, a krajǌi ciǉ bi bila formulacija ujediǌene teorije poǉa u
kojoj pozadinski prostor nije unapred zadat.
Postoje i dodatne motivacije za nekomutativnu geometriju koje po-
tiqu iz drugih pristupa. Na primer iz teorije struna [11, 12, 13] ili
iz kvantne gravitacije na petǉama [14]. Takoe, interesantan je poku-
xaj nalaeǌa nekomutativne algebre koja bi odgovarala ujediǌeǌu
interakcija [15, 32, 17].
Kao xto je ve naglaxeno, od teorije poǉa definisane na neko-
mutativnom prostoru se oqekivalo da ima boǉe ponaxaǌe u ultra-
ǉubiqastom sektoru nego ǌen komutativni analogon. Meutim, ispo-
stavilo se da φ4 teorija formulisana na θ-deformisanom Mojalovom
prostoru, koji je najjednostavniji nekomutativni prostor, ispoǉava
neeǉene osobine pri kvantizaciji, naime mexaǌe ultraǉubiqastih
i infracrvenih divergencija, ili kratko UV/IC-mexaǌe [18]. Kao
posledica nelokalnosti, koja potiqe iz θ-deformisanog proizvoda, po-
red za teoriju poǉa uobiqajenih planarnih dijagrama, pojavǉuje se
nova klasa dijagrama koji su neplanarni. Ovi neplanarni dijagrami
na nivou jedne petǉe imaju dodatni fazni doprinos eikµθ
µνpν , gde je p
spoǉaxǌi impus. Pomenuti fazni doprinos uspeva da regularizuje
UV-divergencije zbog brzih oscilacija za velike vrednosti spoǉa-
xǌih impulsa p, ali ne uspeva da popravi singularno ponaxaǌe ovih
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dijagrama za male vrednosti p. Kako dijagrami vixeg reda sadre
neplanarne poddijagrame ove IC-divergencije ostaju i pojavǉuju se u
obliku UV-divergencija. Ovakvo netrivijalno mexaǌe UV i IC di-
vergencija onemoguava renormalizaciju uprkos tome xto nelokalnost
popravǉa UV-sektor teorije.
Prva perturbativno renormalizabilna teorija skalarnog poǉa na
nekomutativnom prostoru je Grose-Vulkenharov (GV) model [19, 20].
Ovaj model opisuje realno skalarno poǉe na Mojalovom prostoru sa
euklidskom signaturom u dve i qetiri dimenzije. U GV modelu, poǉe











φ2 + λφ ? φ ? φ ? φ
)
, (1.4)
gde je Ω realna konstanta uz oscilatorni qlan x̃2φ2. Prisustvo ovog
qlana modifikuje teoriju na taj naqin da ona gubi translacionu inva-
rijantnost, ali joj ovaj qlan sa druge strane daje Langman-Sabo (LS)
dualnost [21] (grubo reqeno, simetriju na zamenu x↔ p). LS-dualnost
je simetrija izmeu velikih i malih duina, koja omoguava uklaǌaǌe
UV/IC-mexaǌa i obezbeuje renormalizabilnost teorije. Dodatni
harmonijski qlan, zbog postojaǌa eksplicitne koordinatne zavisno-
sti, modifikuje uobiqajeni propagator transformixui ga u Melerov
kernel i obezbeuje na taj naqin odsustvo problematiqnog UV/IC mes-
haǌa. Renormalizacione osobine GV-modela su detaǉno ispitane pri-
menom MS-analize (Multiscale analysis) u koordinatnom prostoru [22] i
u matriqnoj bazi [23]. Raqunaǌe β-funkcije na nivou jedne petǉe je
uraeno u [24], a u taqki LS-samodualnosti, Ω = 1, je pokazano da je
β-funkcija jednaka nuli u svim redovima teorije perturbacije [25]. To
znaqi da je teorija asimptotski sigurna i da nema Landauovih duhova.
Postoji jox jedan naqin da se dobije renormalizabilna teorija za
skalarno poǉe. Pristup se bazira na dodavaǌu nelokalnog biline-
arnog qlana oblika φ ? −1φ, koji se pojavǉuje u renormalizaciji φ4-
teorije [26]. Ovaj model nema oscilatorni qlan i translaciono je
invarijantan. Obiqno se naziva ,,skalarni 1/p2-model” i uvodi novu
verziju LS-dualnosti oblika ↔ −1.
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Kada je u pitaǌu spinorsko poǉe, postoje takoe dva renormaliza-
bilna modela. Jedan je dobijen uzimaǌem korena Dirakovog operatora
u qetiri dimenzije sa dupliranom dimenzijom spinorske reprezenta-
cije [27]. Meutim, fiziqka interpretacija ove osmodimenzionalne
spinorske reprezentacije nije najjasnija. Drugi model je nekomuta-
tivna ekstenzija Gros-Nevoovog (GN) modela [28], koji se naziva ori-
jentabilni GN-model ili Viǌ-Turnerov (VT) model [29, 30]. Pomou
MS-analize je pokazano da je ovaj model perturbativno renormaliza-
bilan u svim redovima [31].
Konstrukcija renormalizabilne teorije za gradijentno poǉe na ne-
komutativnom prostoru se suoqava sa nekoliko izazova. Jednostavno
ukǉuqivaǌe koordinatno zavisnog harmonijskog qlana naruxava gra-
dijentnu invarijantnost. Taj problem se u nekomutativnoj teoriji
poǉa prirodno rexava uvoeǌem kovarijantnih koordinata, koje se
transformixu u pridruenoj reprezentaciji grupe date gradijentne
simetrije [32, 33]. Jedan model za gradijentno poǉe, definisan na
qetvorodimenzionalnom Mojalovom prostoru, dobijen je kao rezultat
minimalne interakcije spoǉexǌeg gradijentnog poǉa i skalarnog po-
ǉa. Dejstvo je po konstrukciji gradijentno invarijantno, a integra-
cijom po skalarnom poǉu se dobija efektivna teorija za gradijentno
poǉe [34, 35]. Rezultujue indukovano dejstvo, pored uobiqajenog Jang-
Milsovog qlana, sadri analogon oscilatornog qlana u kojem figu-
rixe kovarijantna koordinata. Time ovo dejstvo poseduje neku vrstu
LS-dualnosti u gradijentnom sektoru. Uprkos tome, perturbativna
kvantizacija ove teorije je komplikovan zadatak zato xto vakuum nije
trivijalan. Zbog postojaǌa qlanova drugog i qetvrtog reda po ko-
varijantnoj koordinati, ovo poǉe ima nenultu vakuumsku oqekivanu
vrednost. U komutativnom sluqaju postojaǌe qisto masenog qlana za
gradijentno poǉe naruxava gradijentnu invarijantnost pa takav qlan
nije dozvoǉen. Pomenimo jox jedan model koji je takoe gradijentno
invarijantan [36, 67]. U ovoj teoriji harmonijski qlan potiqe od du-
hova, meutim ispostavilo se da ovaj model sadri kvadratne IR-
divergencije. Pomenuta dva modela su zasnovana na pokuxaju da se
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napravi teorija za gradijentno poǉe koja bi bila analogon skalar-
nom GV-modelu. Gradijentni analogon 1/p2-teorije je konstruisan i
analiziran u [66, 67]. Prisustvo nelokalnog ekvivalenta za vektrosko
poǉe u dejstvu rezultuje neograniqenim brojem verteksa gradijentnog
poǉa, qinei vakuumsku strukturu teorije priliqno komplikovanom i
zahteva uvoeǌe dodatnih poǉa.
Opxti zakǉuqak koji se namee za teorije poǉa definisane na ne-
komutivnom prostoru sugerixe da renormalizacione xeme, zasnovane
prvenstveno na pojmu lokalnosti, ne mogu prosto da se primene u ovom
sluqaju. Uslovi za renormalizabilnost u navedenim primerima, iz-
uzev za fermionske teorije, su ili postojaǌe LS-dualnosti ili do-
davaǌe nelokalnih kontraqlanova. Nelokalnost je sama po sebi kon-
ceptualno problematiqna i za modele koji su konstruisani tako da
budu LS-dualni zahteva dodatno interpretaciju naruxeǌa transla-
cione invarijantnosti. S druge strane postoji vixe razloga koji nas
navode na zakǉuqak da kvantna teorija gravitacije nee biti lokalna
u konvencionalnom smislu [39]. U sluqaju gradijentnog poǉa stvari se
jox dodatno komplikuju zbog prisustva simetrija i tenzorske struk-
ture teorije. Posledica svega ovoga je, da uprkos tome xto postoji
nekoliko modela sa gradijentnim poǉem definisanih na Mojalovom
prostoru, jox uvek ne postoji renormalizabilna teorija, iako neki od
ovih modela imaju dobre osobine. Dokaz renormalizabilnosti je do-
sta otean i qiǌenicom da uobiqajene renormalizacione tehnike, po-
put MA, ne mogu da se primene u prisustvu simetrija [57, 41, 42, 43].
Zbog toga se razmatraju druge opcije, poput algebarske renormali-
zacije [44, 45]. Dodatno, zbog nekomutativnosti ni U(1) gradijentna
teorija nije Abelova. Zbog toga se, kao u ne-Abelovim teorijama,
pojavǉuje problem fiksiraǌa kalibracije, odnosno postojaǌe Gribo-
vǉevih horizonata [46].
S druge strane, kvantne teorije poǉa definisane na matriqnim
prostorima sa konaqnim matriqnim reprezentacijama, su konaqne pri
kvantizaciji. Integral je trag po matricama i funkcionalni inte-
grali daju konaqne izraze. Ovo moe da se vidi kao neka vrsta ma-
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triqne regularizacije odgovarajuih komutativnih teorija i poslu-
ilo je kao jedna od motivacija za novi pristup, zasnovan prvenstveno
na geometrijskim idejama, predloen u [47]. Teorija za skalarno po-
ǉe definisana na modifikovanoj Hajzenbergovoj algebri, qija je jedna
reprezentacija konaqna matriqna algebra, prua mogunost da se GV-
model posmatra na potpuno drugaqiji naqin. GV-model se ovde dobija
kao φ4 dejstvo za skalarno poǉe koje propagira u zakrivǉenom neko-
mutativnom prostoru. Harmonijski qlan u tom sluqaju moe da se in-
terpretira kao neminimalna interakcija skalarnog poǉa sa krivinom
pozadinske geometrije. Ovakav pristup na prirodan naqin objaxǌava
naruxeǌe translacione invarijantnosti u GV-modelu. Pozadinski ne-
komutativni prostor, koji se naziva modifikovana Hajzenbergova al-
gebra, je u ovom sluqaju rezultat konaqnog odsecaǌa matrica i za-
tvaraǌa beskonaqnodimenzione reprezentacije Hajzenbergove algebre.
Dobijena algebra, kao xto je reqeno, ima konaqnodimenzione matriqne
reprezentacije pomou kojih je u tetradnom formalizmu [33] mogue
definisati zakrivǉenu trodimenzionu geometriju sa torzijom. Rele-
vantna dvodimenziona geometrija je dobijena dimenzionom redukcijom
na dvodimenzioni potprostor. Ova dimenziona redukcija moe da se
posmatra kao nekomutativni analogon Kaluca-Klajnove redukcije. Re-
zultujua algebra ima istu strukturu kao Mojalov prostor na nivou
algebre, ali ima bogatiju strukturu na nivou geometrije.
Opisani metod na osnovu kojeg je konstruisano dejstvo ekvivalentno
GV-modelu je mogua opxta preskripcija za konstrukciju renormali-
zabilnih teorija definisanih na nekomutativnoim prostorima. Tako
bi potencijalno renormalizabilan model mogao da se dobije kao dej-
stvo za dato poǉe definisano na zakrivǉenom nekomutativnom pro-
storu gde bi krivina ili torzija imale ulogu regulatora. Kao xto
emo videti, ova procedura nije u potpunosti jednoznaqna i ǌena do-
sledna primena se komplikuje poveaǌem kompleksnosti poǉa za koje
se dejstvo konstruixe.
Na osnovu gore pomenutog metoda, na modifikovanoj Hajzenbergovoj
algebri, konstruisli smo geometrijski analogon za fermionsko poǉe
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[48], za koji se ispostavilo da je, uz odreenu identifikaciju, ekviva-
lentan VT-teoriji. Sliqan pristup je primeǌen za U(1) Jang-Milsovu
teoriju, koja se posle KK-redukcije svodi na interakcionu teoriju koja
sadri skalarno i gradijentno poǉe [49]. Klasiqne osobine ovog mo-
dela su veoma dobre. Naime, postoje vakuumska rexeǌa koja daju tri-
vijalan vakuum, a uz to je uspostavǉena i BRST-invarijantnost. Per-
turbativna kvantizacija je zapoqeta u [50], gde su izraqunate diver-
gencije u prvom redu po konstanti interakcije za gradijentno poǉe.
Dobijene divergencije su logaritamske i odnose se na tedpol dija-
grame. Dvoqestiqne divergencije koje su pronaene, mogu da se uklone
renormalizacijom mase i talasne funkcije, dok su tedpol dijagrami
ostali, xto sugerixe nestabilnost trivijalnog vakuuma pri kvantnim
fluktuacijama. U [51] smo nastavili raqunaǌe kvantnih korekcija na
nivou jedne petǉe za ovaj model. Uspeli smo da pronaemo sistematski
naqin da izraqunamo i uporedimo divergentne integrale sa vixe pa-
rametara. Ovo nam je omoguilo da saberemo i uporedimo pojedinaqne
doprinose. Rezultat je postojaǌe nelokalnih IC-divergencija oblika
−1 i −2. Kako se ovi qlanovi ne pojavǉuju u klasiqnom dejstvu,
zakǉuqujemo da je poqetna teorija nerenormalizabilna.
Nastavak teksta je organizovan na sledei naqin. U narednom po-
glavǉu emo navesti neke od problema sa kojima se suoqava nekomuta-
tivna teorija poǉa na Mojalovom prostoru. Napraviemo kratak pre-
gled postojeih teorija definisanih na Mojalovom prostoru sa nekim
tehniqkim detaǉima i uvexemo terminologiju neophodnu za razume-
vaǌe daǉeg teksta. U poglavǉu 3 emo definisati objekte i pojmove u
nekomutativnoj diferencijalnoj geometriji i opisati nekomutativnu
verziju tetradnog formalizma. U qetvrtom poglavǉu emo se upo-
znati sa osobinama modifikovane Hajzenbergove algebre i prikazati
kako se uspostavǉa veza izmeu geometrijskog modela za skalarno po-
ǉe i GV-teorije. U poglavǉu 5 emo opisati postupak konstrukcije
renormalizabilne teorije za spinore. U xestom poglavǉu emo dati
detaǉe raquna kvantnih korekcija na nivou jedne petǉe za model iz
[49] i opisaemo metod regularizacije koji smo koristili za dobi-
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jaǌe rezultata. U zakǉuqku emo analizirati dobijene rezultate i
predloiti neke od mogunosti za poboǉxaǌe modela. U dodatku su
dati detaǉi raquna.
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2 Problemi kvantne teorije poǉa na Moja-
lovom prostoru
U ovom poglavǉu emo se osvrnuti na Mojalov prostor i jedan broj
teorija poǉa formulisanih na ovom nekomutativnom prostoru. U pr-
vom odeǉku emo da navedemo neke osnovne osobine Mojalovog pro-
stora, a u narednim odeǉcima emo nabrojati neke od najvanijih oso-
bina do sada formulisanih teorija poǉa. Teorije pomenute u uvodu
emo prikazati sa vixe tehniqkih detaǉa. U ovom, kao i u narednom
poglavǉu nema naxih originalnih doprinosa i ona slue iskǉuqivo
da upotpune tekst koji sledi kako bi se rezultati koje smo dobili ra-
zumeli u jednom xirem kontekstu. Nivo izlagaǌa e biti minimalan,
a detaǉniji prikazi i preciznija matematiqka formulacija mogu da
se pronau u [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 33, 39] i pripadajuim refe-
rencama.
2.1 Mojalov prostor
Nekomutativna geometrija je uopxteǌe obiqne diferencijalne geo-
metrije. Ovo uopxteǌe se svodi na uopxteǌe asocijativne komuta-
tivne C∗ algebre koordinata i funkcija na nekomutativnu C∗ algebru.
Tako koordinate mogu da se posmatraju kao operatori na Hilbertovom
prostoru H, koji generixu algebru (nekomutativni prostor) i zadovo-
ǉavaju komutacione relacije oblika
[xµ, xν ] = iθµν(x), (2.1)
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µ, ν = 1, . . . d, gde je d dimenzija deformisanog prostora. Postoji ve-
oma xiroka klasa nekomutativnih prostora definisanih na ovaj na-
qin, a najjednostavniji i najvixe prouqavan je Mojalov prostor ili
θ-deformisan prostor. U sluqaju Mojalovog prostora, komutator (2.1)
odgovara komponentama konstantne simplektiqke forme na Rd, repre-
zentovane u kanonskom bazisu matricom
θµν = θ

0 1 0 0 ·
−1 0 0 0 ·
0 0 0 1 ·
0 0 −1 0 ·
· · · · ·
 . (2.2)
U nastavku emo videti posledice ovakve redefinicije algebre na ko-
joj je zasnovana geometrija. U limesu θµν → 0 algebra koordinata
postaje komutativna. Ovakav graniqni prelaz se naziva komutativni
limes i kod Mojalovog prostora je trivijalan dobro definisan, za
razliku od brojnih primera nekomutativnih prostora koji postoje u
literaturi [33]. Reprezentacije i matematiqka struktura Mojalovog
prostora i funkcija definisanih na ǌemu su dosta ispitivane i dobro
shvaene [52].
Da bismo motivisali pravila vezana za proizvode funkcija defini-
sanih na θ-deformisanom prostoru posmatraemo bazis ravnih talasa,




Kako generatori algebre xµ sada zadovoǉavaju
[xµ, xν ] = iθµν , (2.4)
gde je θµν = −θνµ, oqekuje se da proizvod dva ravna talasa ne bude komu-
tativan. Zbog konstantne nekomutativnosti razvoj u Bejker-Kempbel-
Hausdorfovoj formuli je nulti posle prvog komutatora, pa sledi
eik·x · eip·x = e−
i
2
θµνkµpνei(k+p)·x 6= eip·x · eik·x. (2.5)
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Jox jedna veoma vana posledica nekomutativnosti je i nelokalnost
fiziqkih teorija definisanih na ovom prostoru. Naime, ako je data
proizvoǉna funkcija φ(x), tada e mnoeǌe ravnim talasom da je trans-
lira
eik·x · φ(x) · e−ikx = e−θµνkµ∂νφ(x) = φ(xµ − θµνkν). (2.6)
Nelokalnost je vea sa porastom impulsa i vidimo da u komutativ-
nom limesu (θµν → 0) nestaje (Vixe detaǉa i grafiqki prikaz se mogu
nai u [39, 59]). Kasnije e se ispostaviti da se na ovaj naqin uneta
nelokalnost u teoriju ima znaqajne reperkusije. Izmeu ostalog, pret-
postavǉa se da ova inherentna nelokalnost, u sluqaju θ-deformisanog
prostora ima veze sa pojavom nelokalnog qlana u renormalizovanom
dejstvu [56].
Algebra funkcija na θ-deformisanom prostoru moe da se shvati
kao algebra obiqnih funkcija na Rd sa proizvodom koji je deformisan.
Na osnovu jednaqina (2.3) i (2.5), ovaj nekomutativni asocijativni
proizvod je oblika [52]






Proizvod (2.7) se u literaturi najqexe naziva Mojal-Vajlov ili
Grunevold–Mojalov proizvod. U komutativnom limesu ovaj proizvod
se svodi na obiqan proizvod funkcija, a komutator koordinatnih funk-
cija zadovoǉava komutacionu relaciju
[xµ ,?xν ] = iθµν . (2.8)
Jedna veoma vana posledica ovako definisanog proizvoda je ci-
kliqnost integrala. Naime, u sluqaju integrala Mojal-Vajlovog pro-
izvoda dve funkcije nekomutativni efekti izostaju, pa se integral
svodi na obiqan integral komutativnih funkcija [52]∫
φ1 ? φ2 =
∫
ddx (φ1 ? φ2)(x) =
∫
ddxφ1(x)φ2(x). (2.9)
Ovo moe lako da se vidi ako opet posmatramo razvoj funkcija u ba-
zisu ravnih talasa. Integracija
∫
ddx izraza (2.5) zbog qlana ei(k+p)·x
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biti nula zbog antisimetriqnosti θµν. Osobina (2.9) za posledicu
ima invarijantnost na cikliqnu permutaciju funkcija u proizvodu pod
integralom ∫
φ1 ? φ2 ? · · · ? φn =
∫
φ2 ? · · · ? φn ? φ1 (2.10)
=
∫
ddx (φ2 ? · · · ? φn)(x) · φ1(x),
pa se integral ponaxa kao trag.
Sve prethodno izneto u ovom odeǉku moe da se formulixe sa
veom matematiqkom preciznoxu. Naime, nije sve funkcije mogue
razviti u bazisu ravnih talasa, pa zbog toga ceo formalizam moe
konzistentno da se zasnuje na prostoru Xvarcovih funkcija sa brzo
opadajuim izvodima za koje postoje Furijeovi razvoji. Ovo je prvo
uraeno za fazni prostor u kvantnoj mehanici. Za vixe detaǉa videti
[52, 58].
2.2 Skalarna teorija
Prvu nekomutativnu verziju teorije za skalarno poǉe na qetvoro-
dimenzionom Mojalovom prostoru sa euklidskom metrikom razmatrao
je Filk [60], koji je izveo i odgovarajua Fajnmanova pravila. U pi-














φ ? φ ? φ ? φ
)
. (2.11)
Zbog osobine (2.9), prva dva qlana u dejstvu, bilinearna po poǉima, se
svode na isti oblik kao u komutativnom sluqaju. To ima za posledicu



































gde je uvedena oznaka k×p = kµθµνpν. Iz posledǌeg sledi da u nekomuta-
tivnom sluqaju postoji modifikacija verteksa u vidu faznog faktora








V (k1, k2, k3, k4), (2.14)
pri qemu su ki ulazni impulsi. Verteks φ ? φ ? φ ? φ dopuxta samo
cikliqne permutacije, xto pri kvantnim popravkama teorije uzrokuje
postojaǌe dva tipa kontrakcija, a samim tim i dva tipa neekvivalent-
nih dijagrama. Kontrakcije susednih poǉa u proizvodu daju planarne
dijagrame. Ovi dijagrami su petǉe koje mogu da se utope u ravan ili
sferu. Kontrakcije nesusednih poǉa daju neplanarne dijagrame, koje
je mogue utopiti u povrxi vixeg genusa. Postojaǌe neplanarnih di-
jagrama je iskǉuqiva posledica nekomutativnosti teorije.
Slika 2.1: Planarni i neplanarni dijagrami
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Minvala i Van Ramsdonk [18] su pokazali da postojaǌe neplanarnih
dijagrama raa novu vrstu IC divergencija. Ove IC divergencije
za posledicu imaju fenomen UV/IC-mexaǌa. Konkretno, sopstvena











qiji je doprinos uobiqajena kvadratna UV-divergencija kao i u ne-





















pri qemu je p̃µ = θµνpν, a K1 modifikovana Beselova funkcija. Za ve-
like vrednosti spoǉaxǌeg impulsa p, ovaj doprinos je konaqan, ali
za malo p ima vodei qlan oblika p̃−2, xto predstavǉa kvadratnu
IC-divergenciju. Ovo vodi ka UV/IC-mexaǌu zato xto kada p̃ → 0
oscilatorni qlan, koji brzim oscilacijama regularizuje uobiqajene
UV-divergencije, nema vixe to svojstvo. Rezultujua kvadratna UV-
divergencija se tada pojavǉuje u obliku IC-divergencije. Neplanarni
dijagrami mogu da se pojave kao sastavni delovi dijagrama u vixim
redovima, pa e integracija po unutraxǌem impulsu petǉe vixeg reda
odgovarati spoǉaxǌem impulsu neplanarnog poddijagrama (ovo ukǉu-
quje i male vrednosti impulsa), xto ovo mexaǌe qini netrivijalnim.
Xtavixe, ova vrsta divergencije nije lokalna pa ne moe da se apsor-
buje korekcijom masenog qlana u poqetnom dejstvu, qinei φ4 teoriju
na Mojalovom prostoru nerenormalizabilnom.
Jedno rexeǌe problema UV/IC-divergencija, ujedno i prvo, dali
su Grose i Vulkenhar, dodajui oscilatorni qlan u dejstvo (2.11).






















pri qemu je x̃µ = 2(θ−1)µνxν, a Ω realni parametar, poznata je kao Grose-
Vulkenharov model. U ovom modelu je manifestno naruxena transla-
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ciona invarijantnost zbog eksplicitne koordinatne zavisnosti dej-
stva. Zbog osobine (2.9) u kvadratnim qlanovima dejstva (2.17) moe
da se izostavi Mojal-Vajlov ?-proizvod i zameni obiqnim mnoeǌem

















φ ? φ ? φ ? φ
)
, (2.18)
odakle se vidi da je propagator inverz operatora −∆+Ω2x̃2+m2. Ovako
modifikovani propagator je poznat pod nazivom Melerov kernel. Efe-
kat prisustva Melerovog kernela je ublaavaǌe kako UV, tako i IC-















gde je Ω̃ = 2Ω/θ. Naruxeǌe translacione invarijantnosti se vidi i iz
oblika Melerovog kernela, tj. C(x, y) 6= C(x− y).
Grose-Vulkenharovo dejstvo (2.18) ima simetriju koja povezuje UV
i IC sektore teorije, odnosno neku vrstu dualnosti izmeu teorije u
koordinatnom i impulsnom prostoru. Ovu simetriju su uoqili Lang-
man i Sabo u sluqaju φ4 skalarnog poǉa na Mojalovom prostoru, pa
se po ǌima ova dualnost naziva Langman-Sabova (LS)-dualnost [21].
Ispostavilo se da slobodni deo teorije (2.11) nema ovu vrstu sime-
trije, a da je za ǌeno uspostavǉaǌe neophodan harmonijski qlan kakav
poseduje GV-model. Grose i Vulkenhar su oblik dejstva dobili kao
renormalizacionu popravku, a onda se pokazalo da je tako modifiko-
vano dejstvo (2.18) i LS-dualno. Moe da se kae da ova transfor-
macija dualnosti povezivaǌem UV i IC sektora ponixtava i UV/IC
mexaǌe jer LS-dualni qlan ima ulogu kontraqlana koji kompenzuje
IC-divergenciju poteklu od kinetiqkog qlana [31].
Naime, logika koja stoji iza LS-dualnosti je jednostavna. Ako se,
kao u [21], posmatra hamiltonijan za linearni harmonijski oscilator
u kvantnoj mehanici





gde je Ω > 0 i x koordinata, onda je Furije transformisani hamilto-
nijan
H̃(p; Ω) = −Ω2 d
2
dp2




gde p odgovara impulsu, odnosno
H̃(p; Ω) = Ω2H(p; Ω−1) = H(Ω−1p; Ω) (2.22)
Ovo za posledicu ima UV/IC-dualnost x ↔ Ω−1p, to jest, talasna
funkcija osnovnog staǌa, do na reskaliraǌe jednaka svom Furijeovom
transformu.
Kako su na Mojalovom prostoru izvodi definisani preko impulsa
∂µφ = [pµ,
?φ], odnosno pµ = −i(θ−1)µνxµ = −ix̃µ i kako vai identitet












{x̃µ,?φ} ? {x̃µ,?φ}. (2.23)
Odavde vidimo da zamena komutatora antikomutatorom
[x̃µ ,
? φ]↔ {x̃µ ,? φ} (2.24)














xto je ekvivalentno onome xto je ilustrovano kvantnomehaniqkim pri-
merom, odnosno prvoj jednakosti u (2.22).
Kao xto je navedeno ve u uvodu, harmonijski qlan u Grose-Vulken-
harovom dejstvu zbog eksplicitne koordinatne zavisnosti naruxava
translacionu invarijantnost. Nexto kasnije predloena je transla-
ciono invarijantna φ4 teorija koja je renormalizabilna. Ovu teoriju
predloili su Guro, Maǌen, Rivaso i Tanasa [26] i dokazali ǌenu re-
normalizabilnost pomou MS-analize. Teorija se dobija dodavaǌem























ova teorija ima propagator
G(p) =
1
p2 +m2 + a
θ2p2
(2.27)
koji u graniqnom sluqaju malih spoǉaxǌih impulsa ima osobinu
lim
p→0
G(p) = 0, (2.28)
xto za posledicu ima regularizaciju IC divergencija sopstvene ener-
gije neplanarnih dijagrama. Sa druge strane ovaj qlan ne utiqe na UV
sektor. Ovo omoguava renormalizabilnost zato xto uklaǌa IC di-
vergencije neplanarnih poddijagrama koji bi uxli u sastav dijagrama
vixeg reda manifestujui se kao UV divergencije. Posledica toga je
odsustvo UV/IC mexaǌa.
Osobina ove teorije je postojaǌe nelokalnog 1/p2 qlana koji u ko-







gde je ̃ = θµνθµρ∂ν∂ρ, a
∫
d4x−1 je Grinova funkcija za operator 




d4x′(x − x′)−2 u kojem se
eksplicitno vidi nelokalnost. Fiziqka interpretacija bilo kakvog
nelokalnog qlana u dejstvu nije jednostavna. Ono xto je izvesno, jeste
da se nelokalnost iz Mojalovog proizvoda ovde eksplicitno vidi kao
kvantna popravka (2.29). U [62, 63] je ovaj model dodatno analiziran.
2.3 Spinorska teorija
Postoji vixe pokuxaja da se osobine GV-modela, kada je u pitaǌu
renormalizacija i UV/IC-mexaǌe za skalarno poǉe, generalizuje i
na druga poǉa; spinorsko i gradijentno. Neposredno uopxteǌe bi se
odnosilo na konstrukciju lagranijana qiji je propagator Melerov












Ovo dejstvo je definisano na prostoru spinora ψ(xµ), µ = 1, . . . 4 koji
imaju dupliranu dimenziju spinorske reprezentacije {Γk,Γl} = 2δkl,
k, l = 1, . . . 8. Izbor spinorske reprezentacije je uslovǉen potrebom
da kvadrat propagatora odgovara Melerovom kernelu. Kvadrat ovako
definisanog Dirakovog operatora je
D28 = (−∆ + Ω2x̃µx̃µ)1+ Σ (2.31)
gde je Σ = iΩ(θ−1)µν [Γµ,Γν+4] koordinatno-nezavisna matrica. Do na
konstantnu matricu Σ, (2.31) je upravo hamiltonijan bezmasenog GV-
modela. Dejstvo (2.30), koje su konstruisali Grose i Vulkenhar je
takoe renormalizabilno. Ono xto nije jasno u ovom modelu, kao xto
je ve napomenuto u uvodu, jeste interpretacija ovako duplirane spi-
norske reprezentacije.
Poznat je jox jedan naqin da se dobije renormalizabilno dejstvo za
fermione. Ova konstrukcija se svodi na nalaeǌe korena harmonij-
skog potencijala iz GV-modela i ǌu je predloio Viǌ-Turner [31, 30].
Kinetiqki qlan dobijenog fermionskog dejstva u dve dimenzije je
SV T =
∫





− i∂/+ Ωx̃/+ m̃+ κγ
)
ψ + V (ψ̄ψ),
gde je a/ = γµaµ, Dirakova kontrakcija i x̃ = 2Θ−1x. Matrica γ je analo-
gon matrice γ5 u qetiri dimenzije, a qlan κγ, koji naruxava parnost,
se dobija kao kontraqlan za masivne spinore. Dejstvo (2.33) pred-
stavǉa nekomutativnu ekstenziju Gros-Nevoovog dejstva. Posledica
kombinovaǌa spinorske strukture i nekomutativnosti ?-proizvoda za
posledicu ima interakcioni qlan koji se sastoji od orijentabilnih
verteksa oblika
ψ̄a ? ψa ? ψ̄b ? ψb, ψa ? ψ̄a ? ψb ? ψ̄b, ψ̄a ? ψb ? ψ̄a ? ψb
dok su neorijentabilne interakcije oblika
ψ̄a ? ψ̄b ? ψa ? ψb, ψ̄a ? ψ̄b ? ψb ? ψa, ψ̄a ? ψ̄a ? ψb ? ψb,
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pri qemu su a i b spinovi ili boje. Teorija sa orijentabilnim ver-
teksima je renormalizabilna, iako D2V T ne odgovara kinetiqkom qlanu
GV-modela. Propagator za ovo dejstvo je











cth 2Ω̃t(x−y)2 + iΩx ∧ y (2.33)
×
(




gde je Ω̃ = 2Ω/θ i x∧y = 2xΘ−1y. Ovaj model je renormalizabilan uprkos
tome xto postoji UV/IC-mexaǌe. UV/IC-mexaǌe je regularizovano
kontraqlanom koji naruxava parnost.
2.4 Gradijentna teorija
Sliqna logika kao u sluqaju skalarnog poǉa moe da se primeni i
kod ekstenzije na teorije sa gradijentnim poǉem. Dakle, ideja je da
se nae dejstvo qiji kinetiqki qlan e da da propagator koji moe da
priguxi UV/IC mexaǌe, kao xto to qini Melerov kernel kada je u
pitaǌu skalarno poǉe. Ono xto je u sluqaju gradijentnog poǉa do-
datni problem, jeste da direktna generalizacija oscilatornog qlana
korixeǌem gradijentnog potencijala Ω2x̃2AµAµ naruxava gradijentnu
invarijantnost.
Naqin da se napixe dejstvo koje je po konstrukciji gradijentno in-
varijantno je dat u [35, 64]. Ova teorija je nazvana ,,indukova gradi-
jentna teorija”. Korixeǌem identiteta (2.23) GV-dejstvo moe da se






φ ? [x̃µ ,
∗ [x̃µ ,∗ φ]] +
Ω2
2







φ ? φ ? φ ? φ
)
(x). (2.35)
Uvoeǌem kalibracione grupe U , unitarnih elemenata na Mojalovom
prostoru, za neko u ∈ U , skalarna poǉa se transormixu pri dejstvu
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grupe na sledei naqin
φ 7→ u∗ ? φ ? u. (2.36)
Kako se koordinate xµ ne transformixu pri dejstvu grupe, zbog neko-
mutativnosti kombinacija xµ ?φ nije invarijantna na ove transforma-
cije. Problem se rexava uvoeǌem kovarijantnih koordinata
X̃µ = x̃µ + igAµ, (2.37)
gde je g konstanta interakcije. Gradijentna poǉa se pri delovaǌu
grupe U transformixu kao
Aµ 7→ igu∗ ? ∂µu+ u∗ ? Aµ ? u = gu∗[x̃µ ,? u] + u∗ ? Aµ ? u, (2.38)
sledi da se kombinacija
X̃µ = x̃µ + igAµ (2.39)
transformixe u pridruenoj reprezentaciji grupe U ,
X̃µ 7→ u∗ ? X̃µ ? u. (2.40)
Zbog cikliqnosti ?-proizvoda, i naqina na koji se transformixu ko-
varijantne koordinate, moe da se napravi dejstvo koje je analogno






φ ? [X̃µ ,
? [X̃µ ,? φ]] +
Ω2
2







φ ? φ ? φ ? φ
)
(x). (2.41)
To odgovara minimalnoj zameni u kojoj skalarno poǉe interaguje sa
spoǉaxǌim klasiqnim gradijentnim potencijalom i po konstrukciji,
ovo dejstvo je gradijentno invarijantno. Dodatno, ono poseduje LS-
dualnost, odnosno simetriju na zamenu komutatora antikomutatorom
[X̃µ ,
? ] ↔ {X̃µ ,? }. Sledei korak je integracija po poǉu φ, pri qemu se
ovo poǉe gubi iz dejstva. Integracija moe da se izvrxi razvojem to-
plotnog kernela [64], ili pak direktnim raqunaǌem kvantnih popravki,
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kao u [35], da se na nivou jedne petǉe dejstvo (2.41) modifikuje logari-


















gde su ρ i µ̃ parametri koji zavise od Ω i µ. Jaqina poǉa moe da se
izrazi preko kovarijantnih koordinata
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ ,?Aν ], (θ−1)µν − gFµν = {X̃µ ,? X̃ν} (2.43)
Iako se ne oqekuje da bi kvantne korekcije u vixim redovima daǉe
modifikovale dejstvo, nedostatak ove teorije je nelinearnost, odno-
sno postojaǌe netrivijalnog vakuuma, xto znaqajno oteava perturba-
tivnu kvantizaciju.
Alternativni model sa oscilatornim qlanom u kojem figurixe gra-
dijentno poǉe, qije klasiqno dejstvo nije gradijentno invarijantno,
ali se gradijentna simetrija postie dodavaǌem duhova je predloen
u [36] i dodatno analiziran u [65]. Ovo dejstvo je po konstrukciji
BRST invarijantno. Model je definisan sledeim dejstvom















































a c̃µ predstavǉa mnoiteǉ koji garantuje BRST invarijantnost na jed-
naqinama kretaǌa. Dejstvo (2.45) je invarijantno na BRST transfor-
macije
sAµ = Dµc = ∂µc− ig[Aµ ,?c ], sc̄ = B, sc = igc ? c, (2.46)
sB = 0, sc̃µ = x̃µ, sB = 0, sx̃
µ = 0, s2 = 0.
Pri ovim transformacijama c̃µ se transformixe u xµ pa qlan iz Sgf




















Ispostavǉa se da se i za ovo dejstvo propagatori svode na Melerov
kernel. Zbog postojaǌa gradijentne invarijantnosti, oqekivalo i se
da nivo divergencije kvantnih popravki dejstva (2.47) na nivou jedne





2Aµ ne nestaju, xto sugerixe da je perturbativni razvoj
napravǉen oko pogrexnog vakuuma, kao i u sluqaju indukovane teo-
rije. Takoe, raqunaǌem dvoqestiqnih korelacionih funkcija na ni-
vou jedne petǉe, pokazuje se da je osobina transferzalnosti pµΠµν = 0
nije zadovoǉena, kao i da postoje logaritamske UV i kvadratne IC






+ logaritamske UV divergencije, (2.48)
pri qemu se dobijene logaritamske UV divergencije ve nalaze u in-
dukovanoj teoriji.
Pratei logiku translaciono invarijantnog 1/p2 modela, predlo-
ena je ǌegova ekstenzija za vektorsko U(1) poǉe. Model je predloen
u [66], a kvantne korekcije na nivou jedne petǉe su dodatno analizirane
u [67]. Ovaj model, koji je kalibraciono invarijantan, sadri dodatni
nelokalni qlan za vektorsko poǉe. Meutim nelokalni qlan koji se




? F̃ , F̃ = θµνFµν (2.49)
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ne obezbeuje potrebnu regularizaciju koja bi ublaila problem UV/IC

















? D̃2 = 1, D̃2 = D̃µ ? D̃µ, D̃µ = θµνD
ν , (2.51)
a D je uobiqajeni kovarijantni izvod. Uz fiksiraǌe kalibracije, ova
teorija je dodatno i BRST invarijantna, sa gradijentno fiksirajuim
qlanom dejstva koji je BRST egzaktan. Gradijentni ekvivalent ope-
ratora −1 je diferencijalni operator 1/D2D̃2. Kada ovaj operator
deluje na jaqinu poǉa, razvoj u red koji je gradijentno invarijantan
rezultuje beskonaqnim brojem verteksa za gradijentno poǉe. Ovaj pro-
blem moe da se rexi uvoeǌem pomonog poǉa za koje se ispostavǉa
da ima nezavisnu dinamiku. Implikacije i nadogradǌa ovog modela su
ramotreni u [97] i kasnijim referncama i prevazilaze okvire naxeg
ramatraǌa.
U ovom poglavǉu naveli smo neke modele teorije poǉa na Mojalo-
vom prostoru i ukazali na pojedine bitne osobine i nedostatke ovih
modela. U narednom poglavǉu emo uvesti geometrijske koncepte na
kojima je zasnovana jedna interpretacija renormalizabilnih teorija
za skalarno i spinorsko poǉe da bismo nakon toga analizirali gra-
dijentni model koji poqiva na ovakvoj geometrijskoj interpretaciji.
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3 Tetradni formalizam
Za opis gravitacionog poǉa u opxtoj teoriji relativnosti kori-
sti se matematiqki aparat diferencijalne geometrije. Objekti koji
stoje u osnovi ovakvog opisa su mnogostrukosti i raslojeǌa, dok se
relevantni fiziqki kontekst dobija identifikacijom prostor-vremena
sa datim objektima. Ova identifikacija se obezbeuje uvoeǌem do-
datnih struktura kao xto su metrika i koneksija. Na ovaj naqin se
zakrivǉeni prostor opxte teorije relativnosti oprema pojmovima du-
ine i paralelnog prenosa, koji imaju jasno intuitivno utemeǉeǌe
i predstavǉaju elemente pomou kojih mogu da se iskau fiziqki za-
koni. Dodatno, na klasiqnom nivou iz principa kauzalnosti sledi da
bi ova formulacija trebalo da bude lokalna. Svi pomenuti geome-
trijski objekti, kao i koncept lokalnosti takoe lee u opisu gradi-
jentnih teorija, qija je geometrijska osnova raslojeǌe odgovarajue
gradijentne grupe, pa se prethodno reqeno odnosi na opis svih funda-
mentalnih interakcija, a ne samo gravitacije. U sluqaju gradijentnih
teorija, koneksija predstavǉa poǉe koje prenosi interakciju.
Pojmu koneksije moe da se pristupi na dva razliqita naqina. Ova
dva pristupa su razliqita kako konceptualno, tako i istorijski [69].
Prvi naqin podrazumeva standardnu Rimanovu geometriju koja polazi
od metrike i pomou ǌe definisane Levi-Qivita koneksije. Ajnxta-
jnova teorija gravitacije u sebi sadri ove elemente. Drugi naqin,
koji je nastao nexto kasnije, je Kartanova formulacija tetradnog ba-
zisa i pomou ǌega definisane koneksije. Kartanov tetradni bazis
je privilegovani bazis sa aspekta principa ekvivalencije jer se u
ovom bazisu lokalno ne osea gravitaciono poǉe, pa je definisaǌe
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svih objekata koji ve postoje u ravnom prostoru prirodno. Posledǌi
pristup je opxtiji i iz ǌega sledi Rimanova geometrija. Kartanova
formulacija gravitacije, koja se naziva Ajnxtajn-Kartanova teorija,
inkorporira xiru klasu objekata, kao xto su spinori, omoguavajui
ukǉuqivaǌe interakcije gravitacionog poǉa sa fermionskim poǉima
materije.
U nekomutativnoj geometriji, zbog nekomutativnosti koordinata,
pojam taqke nema smisla pa se postavǉa pitaǌe definicije lokalno-
sti. Jedan od moguih odgovora na ovo pitaǌe je zamena osobine lo-
kalnosti osobinom leve i desne linearnosti [10]. Posebnu ulogu u
ovoj definiciji ima nekomutativna verzija tetradnog bazisa jer ovaj
bazis 1-formi komutira sa svim elementima algebre. Ova Madorova
konstrukcija se prirodno nadovezuje na Konovu ekstenziju pojma di-
ferencijala u sluqaju nekomutativnih algebri. Diferencijalni ra-
qun je u ovom sluqaju odreen zahtevom da metrika ima odgovarajui
klasiqni limes, a ideja se svodi na definisaǌe analogona paraleli-
zabilne mnogostrukosti koja ima globalno definisan tetradni bazis
[78]. Po analogiji sa Kartanovim formalizmom u komutativnom slu-
qaju mogue je, nakon uvoeǌa diferencijala, definisati koneksiju, a
potom i torziju i krivinu koneksije. Na taj naqin tetradni formali-
zam u nekomutativnoj geometriji obezbeuje vezu izmeu nekomutativne
geometrije i gravitacije. U primerima koje emo razmotriti gravi-
tacija je nedinamiqka i unapred zadata oblikom algebre kojom opi-
sujemo pozadinsku nekomutativnu geometriju. Kasnije emo videti da
nekomutativna verzija tetradnog formalizma omoguava formulaciju
diferencijalnog raquna na matriqnim prostorima xto, ako se uzme u
obzir mogua matriqna diskretizacija prostora, sa aspekta teorije
poǉa moe da ima znaqajne posledice u smislu konaqnosti i renorma-
lizacionih svojstva. U nastavku poglavǉa e biti dat pregled ovog
pristupa.
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3.1 Tetradni formalizam u komutativnoj
diferencijalnoj geometriji
U ovom odeǉku emo dati pregled osnovnih pojmova standardne di-
ferencijalne geometrije kako bismo fiksirali oznake i termine koje
emo koristiti u daǉem tekstu. To e biti uqiǌeno bez prevelike
teǌe za originalnoxu, a stepen matematiqke preciznosti nee biti
vei od neophodnog za daǉe izlagaǌe. Oznake su standardne za ovu
oblast, a preciznije definicije i vixe detaǉa mogu da se nau u
[33, 87, 71, 69], xto predstavǉa primarni izvor definicija i jedna-
qina u ovom odeǉku.
Centralni pojam u diferencijalnoj geometriji je mnogostrukost.
Grubo reqeno, n-dimenzionalna mnogostrukost M , je Hausdorfov to-
poloxki prostor koji je lokalno homeomorfan sa Rn (ili R1,n−1 u slu-
qaju lokalne identifikacije mnogostrukosti sa prostorom Minkov-
skog). Ovaj lokalni homeomorfizam omoguava da se u okolini neke
taqke na mnogostrukosti uvedu lokalne koordinate xµ, µ = 1, . . . , n.
Kada se uvedu lokalne koordinate na mnogostrukosti, onda moe da
se uvede i komutativna, asocijativna algebra C(M) koju qine funk-
cije koordinata f : M → R, xµ 7→ f(x). U nastavku se pretpostavǉa se
da je u pitaǌu algebra glatkih funkcija C∞(M) na mnogostukosti.
U okolini neke taqke p na mnogostrukosti moe da se definixe
kriva c(t) koja polazi iz p, kao skup n jednaoparametarskih funkcija
c : [0, 1] → M , t 7→ xµ(t). Intuitivno, tangenta u taqki p na krivu c(t)
definixe vektor qiji se smer poklapa sa poqetnim smerom krive. Da
bi se precizno definisao ovaj vektor, potrebna je pomona funkcija
n koordinata f ◦ c : [0, 1] → Rn definisana u okolini taqke p. Tada
moe da se definixe tangentni vektor na krivu c(t) u taqki p (t = 0)
kao dejstvo diferencijalnog operatora na funkciju Xf = df(c(t))/dt.
Primenom lanqanog pravila Xf = ∂µfẋµ = Xµ∂µf , gde je ∂µ = ∂/∂xµ i
Xµ = ẋµ = dxµ/dt, vidi se da je ova definicija nezavisna od izbora
funkcije f ∈ C(M)
X = Xµ∂µ. (3.1)
28
Iz taqke p na n-dimenzionalnoj mnogostrukosti moe da poe n raz-
liqitih krivih u pravcima koji odgovaraju linearno nezavisnim vek-
torima iz Rn jer u sluqaju dovoǉno male okoline nema razlike izmeu
Rm i M . Na taj naqin tangentni vektori u nekoj taqki p ∈ M obra-
zuju tangentni prostor TpM . Ovaj linearni vektorski prostor je iste
dimenzije kao i mnogostukost.
Oblik u kojem moemo da napixemo tangentni vektor (3.1) na pri-
rodan naqin definixe bazis parcijalnih izvoda ∂µ u taqki p koji se
naziva koordinatni bazis. Qiǌenica da je X diferencijalni opera-
tor dodatno motivixe i uvoeǌe pojma vektorskog poǉa, koje se de-
finixe kao derivacija algebre C(M), odnosno linearno preslikavaǌe
X : C(M)→ C(M) koje zadovoǉava Lajbnicovo pravilo:
X(fg) = (Xf)g + fXg. (3.2)
Sve derivacije algebre C(M) obrazuju vektorski prostor X (M). Ovaj
vektorski prostor je levi C(M)-modul. To znaqi da ako f ∈ C(M) i
X ∈ X (M) tada i fX ∈ X (M). Analogno se definixe i desni C(M)-
modul, kao desno dejstvo elementima algebre . U komutativnom sluqaju
C(M) je u isto vreme i levi i desni modul, odnosno C(M)-modul.
Tangentni prostor se dobija tako xto se fiksira tangentni vektor
X koji deluje na bilo koju funkciju f ∈ C(M) na krivoj c(t) koja polazi
iz taqke p ∈M . Ako se umesto fiksiranog tangentnog vektora X, fik-
sira funkcija f i razmotre sve mogue krive koje polaze iz p, moe
da se definixe linearni funkcional df : Tp(M) → R koji se naziva
diferencijal funkcije f i on predstavǉa dejstvo funkcije na vektorsko
poǉe dato df(X) = Xf .
Linearni funkcionali definisani na konaqnodimenzionom vektor-
skom prostoru obrazuju dualni vektorski prostor iste dimenzije. Ba-
zisni vektori ovog dualnog prostora prirodno mogu da se definixu
kao diferencijali koordinate koji deluju na bazisne vektore koordi-
natnog bazisa dxµ(∂ν) = ∂νxµ = δµν . Na ovakav naqin se definixu dualni
bazisni vektori u koordinatnoj reprezentaciji. Vektorski prostor
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dualan TpM se naziva kotangentni prostor T ?pM , a ǌegovi bazisni vek-
tori nazivaju se diferencijalne 1-forme. U koordinatnoj reprezenta-
ciji 1-forme su diferencijali koordinata dxµ. Kotangentna vektorska
poǉa su 1-forme i mogu da se razviju u koordinatnom bazisu 1-formi
ζ = ζµ dx
µ.
Da bi mogla da se definixe duina vektora na mnogostrukosti, ne-
ophodno je da se, u ovom sluqaju lokalno, uvedu strukture koje poseduje
metriqki prostor. Metrika je simetriqno tenzorsko poǉe ranga (0, 2)
definisano bilinearnim preslikavaǌem g : TpM ×TpM → R. U koordi-
natnom bazisu metriqki tenzor je g = gµν dxµ⊗dxν, gde su komponente me-
trike gµν = g(∂µ⊗ ∂ν), dok osobina bilinearnosti podrazumeva linear-
nost po svakom od faktora g(f∂µ⊗∂ν) = g(∂µ⊗f∂ν) = fgµν. Inverzna me-
trika se definixe kao bilinearno preslikavaǌe g−1 : TpM∗×TpM∗ → R
i u koordinatnoj reprezentaciji je gµν = g(dxµ⊗dxν), tako da gµρgρν = δνµ.
Element duine napisan u koordinatnom bazisu je
ds2 = gµνdx
µdxν , (3.3)
gde se tenzorski proizvod meu bazisnim 1-formama podrazumeva.
Osim koordinatnog bazisa, koji je dovoǉan za neka razmatraǌa u
fizici, postoji potreba za definisaǌem Kartanovog pokretnog bazisa
ili tetrade. Vektori tetrade se definixu tako da lokalno imaju
ravnu metriku gαβ = g(eα ⊗ eβ). U sluqaju euklidske signature g =




i iskoristi osobina bilinearnosti, sledi
gαβ = g(e
µ
α∂µ ⊗ eνβ∂ν) = eµαeνβgµν . (3.5)
1-forme u tetradnom bazisu se definixu postavǉaǌem zahteva θα(eβ) =









β . Element duine u
ovom bazisu je
ds2 = gαβ θ
α ⊗ θβ. (3.7)
Iz jednaqine (3.7) se vidi da skalarni proizvod bazisnih vektora θα
formira reprezentaciju grupe SO(n). Inverzija relacije (3.5) se do-
bija po analogiji, gµν = θαµθ
β
ν gαβ. Indekse koordinatnog bazisa ozna-
qavamo slovima iz sredine grqkog alfabeta, (µ, ν, ρ, . . .), a indekse te-
tradnog bazisa slovima sa poqetka grqkog alfabeta (α, β, γ, . . .).
Od posebnog interesa za daǉu diskusiju su antisimetriqni ten-
zori vixeg ranga nastali antisimetrizacijom direktnog proizvoda 1-
formi. Ovi tenzori ranga (0, p) nazivaju se diferencijalne p-forme.
Bazisna 2-forma se dobija antisimetriqnim mnoeǌem dve bazisne 1-
forme. Tako je bazisna 2-forma u tetradnom bazisu
θα ∧ θβ = θα ⊗ θβ − θβ ⊗ θα. (3.8)




α ∧ θβ. U nastavku neemo pisati antisimetriqni proizvod
izmeu formi, ali emo ga podrazumevati θα ∧ θβ ≡ θαθβ. Po analo-
giji se definixu i forme vixeg reda. Ovde se koristi konvencija po






α1 . . . θαp . (3.9)
Prostor svih p-formi na mnogostrukosti M dimenzije n je linearni
vektorski prostor dimenzije (np ) i bie oznaqavan sa Ω
p(M). Forme su,
zbog antisimetriqnosti, definisane samo ukoliko je p ≤ n. Forma mak-
simalnog stepena je n-forma i ǌu nazivamo element zapremine. Mno-
eǌe (3.8) se naziva spoǉaxǌi proizvod formi. Spoǉaxǌi proizvod
p-forme ζ i q-forme ξ je p + q-forma, gde je p + q ≤ n, definisano kao
bilinearno preslikavaǌe ∧ : Ωp(M)×Ωq(M)→ Ωp+q(M) koje zadovoǉava
uslov gradirane simetrije ζ ξ = (−1)pqξ ζ.
Spoǉaxǌi izvod p-forme je preslikavaǌe d : Ωp(M) → Ωp+1(M) koje
zadovoǉava uslov nilpotentnosti d2 = 0 i gradirano Lajbnicovo pra-
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vilo
d(ζ ξ) = (dζ)ξ + (−1)pζdξ, (3.10)






αθα1 · · · θαp . (3.11)
Elementi koordinatnog bazisa meusobno komutiraju, [∂µ, ∂ν ] = 0.
Nasuprot tome, elementi lokalnog ortonormiranog bazisa, u opxtem
sluqaju nisu komutativni. ǋihov komutator je linearna kombinacija
bazisnih vektora
[eα, eβ] = C
γ
αβeγ. (3.12)
Strukturne konstante ove algebre Cγαβ, zovu se Riqijevi koeficijeti
rotacije. Ako se izraquna komutator dva bazisna vektora lokalnog
ortonormiranog bazisa [eα, eβ] = eαe
µ
β∂µ − eβeµα∂µ = (eαe
µ
β − eβeµα)θγµeγ i to


























U opxtem sluqaju tetrada zavisi od taqke na mnogostrukosti, dθα 6= 0,
xto sugerixe da je prostor zakrivǉen.
Koneksija ili kovarijantni izvod je preslikavaǌe koje je derivacija
D : Ω?(M)→ Ω1(M)⊗Ω?(M), takvo da zadovoǉava gradirano Lajbnicovo
pravilo (3.10). Dodatno se zahteva da se kovarijantni izvod redukuje
na spoǉaxǌi izvod kada deluje na funkcije, a dejstvo na bazisne 1-
forme je u tetradnom bazisu definisano relacijom
Dθα = −ωαβθβ. (3.15)
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Ovim su definisane 1-forme koneksije ωαβ, koje mogu da se razviju u
bazisu tetrade ωαβ = ω
α
γβθ




Koneksija je metriqki kompatibilna, odnosno kovarijantno ravna ako
Dgαβ = 0. (3.17)
Na osnovu (3.15), (3.16) i definicije kovarijantnog izvoda, slede
izrazi za kovarijantne izvode 1-formi ζ = ζαθα i vektorskih poǉa
X = Xαeα
Dξ = (dξα − ωβαξβ)θ
α, (3.18)
DX = (dXα + ωαβX
β)eα. (3.19)
Torzija Tα i krivina Ωαβ su 2-forme date Kartanovim strukturnim jed-
naqinama:









Ove jednaqine predstavǉaju uopxteǌe Frene-Sereovnih jednaqina za
krive povrxi [69].
Za mnogostrukost (M, g) opremǉenu metrikom, moe da se definixe
Ho
ov ∗-dual kao preslikavaǌe ∗ : Ωp(M) −→ Ωn−p(M) koje je u koordi-
natnom i tetradnom bazisu respektivno:





µp+1 · · · dxµn , (3.22)
∗θα1 · · · θαp = 1
(n− p)!
εα1...αpαp+1...αnθ
αp+1 · · · θαn . (3.23)
Mera integracije na n-dimenzionalnoj mnogostrukosti je invari-
jantni element zapremine, odnosno n-forma Θ koja se definixe kao
Ho
ov dual jedinice. U koordinatnom bazisu, to je





µ1 · · · dxµn =
√









α1 · · · θαn = θ1 · · · θn. (3.25)
3.2 Tetradni formalizam u nekomutativnoj
diferencijalnoj geometriji
U nastavku ovog poglavǉa predstaviemo nekomutativnu verziju
Kartanovog tetradnog formalizma. Napraviemo osvrt na detaǉe ra-
zvijene u [72, 79, 74, 75, 76, 77] i sistematizovane i primeǌene u
[33, 78], gde je na vixe primera ilustrovano da ovaj pristup predsta-
vǉa jedan prirodan naqina da se opixe gravitacija pod pretpostavkom
nekomutativnosti koordinata. Vanu ulogu u kvantizaciji geometrije
igra izbor diferencijalnog raquna i tu posebno mesto ima tetradni
formalizam zato xto omoguava neku vrstu principa korespondencije
koji daje odgovarajui klasiqni limes.
Ovde emo da predstavimo uopxteǌe prethodno uvedenih pojmova
i definicija, u sluqaju kada umesto mnogostrukosti razmatramo ne-
komutativnu asocijativnu algebru A. Ova algebra je generisana ele-
mentima koje emo zvati koordinate, a kao i u komutativnom sluqaju
koordinate e biti obleene sa xµ. Naravno, ovde ne postoji lokalna
identifikacija A i Rn zato xto A nije mnogostrukost nego algebra. U
ovom sluqaju ne postoji ni pojam dimenzije u standardnom smislu [33].
Algebru A, u daǉem tekstu emo zvati nekomutativni prostor.
Nekomutativni prostor A je definisan komutacionim relacijama
[xµ, xν ] = iJµν(x). (3.26)
U sluqaju Mojalovog proizvoda Jµν(x) = θµν su, kako smo videli, bile
komponente konstantne antisimetriqne matrice. Za razliku od komu-
tativnog sluqaja, funkcije koordinata f(xµ) ovde pripadaju nekomuta-
tivnom prostoru A. Zbog toga se vektorska poǉa definixu kao pre-
slikavaǌa X : A → A koja su derivacije i zadovoǉavaju Lajbnicovo
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pravilo
X(fg) = (Xf)g + fXg. (3.27)
Posledica nekomutativnosti je nelinearnost prostora derivacija.
Naime, prostor derivacija X (A) nije ni levi ni desni A-modul. Pro-
izvod funkcije g i vektorskog poǉa X vixe ne zadovoǉava Lajbnicovo
pravilo gX(fh) = gX(f)h + gfXh 6= gX(f)h + fgXh, te nije vektorsko
poǉe gX 6∈ X (A), odnosno X nije levi modul. Analogno vai za Xg.
Specifiqnost nekomutativnih prostora je postojaǌe unutraxǌih
izvoda, koji se definixu kao komutatori sa elementima algebre A
Xf = [p, f ]. (3.28)
p ∈ A. Kada generixu tetradu, elementi algebre p se nazivaju impulsi
po analogiji sa kvantnom mehanikom. Unutraxǌi izvodi su deriva-
cije, odnosno [p, fg] = f [p, g] + [p, f ]g. U komutativnoj diferencijalnoj
geometriji parcijalni izvodi ∂µ su elementi tangentnog prostora. Oni
su spoǉaxǌi i ne pripadaju samoj mnogostrukosti M , [71]. Nasuprot
tome u sluqaju algebre konaqnih matrica, kao xto emo videti u na-
rednom poglavǉu, svi izvodi su unutraxǌi i pripadaju algebri.
Skup vektorskih poǉa, kao xto smo pokazali, nije zatvoren pri mno-
eǌu funkcijama. Ako se dodatno razmotri dualni prostor 1-formi,
koji je linearni vektorski prostor, ne moe da se oqekuje da e pra-
vila koja su vaila u komutativnom sluqaju biti ista. Za 1-forme
ζ, ξ ∈ Ω1(A) i funkciju f ∈ A u opxtem sluqaju fζ 6= ζf i ζξ 6= −ξζ.
Nekomutativni analogon tetradnog bazisa moe da poslui kao
osnova za definisaǌe diferencijalnog raquna. Kako nekomutativni
prostor A lokalno nije Rn, postoji potexkoa u konstrukciji spo-
ǉaxǌeg izvoda. Meutim, mogue je da se izabere tetradni bazis u
kojem su komponente metrike lokalno konstantne, xto je mogue lako
pokazati. Ako se metrika definixe kao bilinearno preslikavaǌe
Ω1(A)⊗A Ω1(A)
g−→ A, odnosno
gαβ = g(θα ⊗ θβ), fgαβ = g(fθα ⊗ θβ) = g(θα ⊗ θβf) = gαβf, (3.29)
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vidi se da to implicira da komponente metrike gαβ pripadaju centru
algebre Z(A), xto znaqi da su one lokalno konstantne, odnosno da
je prostor lokalno ravan. Lokalno ravna metrika [ gαβ, xµ ] = 0 zbog
linearnosti g(θα ⊗ θβ)xµ − xµg(θα ⊗ θβ) = g( [θα, xµ] ⊗ θβ) je posledica
uslova [47]
[ θα, xµ] = 0. (3.30)
Spoǉaxǌi diferencijalni raqun, koji emo koristiti u nastavku je
zasnovan na upravo ovom izboru, odnosno na iskazu da tetradne 1-forme
komutiraju sa elementima algebre.
Derivacije eα, odnosno bazisna vektorska poǉa u tetradnom bazisu




Odavde neposredno sledi fθα(eβ) = fδαβ = (θ
αf)(eα), odnosno
[f, θα] = 0, (3.32)
xto je saglasno izboru (3.30).
Neka je funkcija f element algebre A = Ω0(A) (Ωp(A) je oznaka za
prostor p-formi definisanih na A). Diferencijal funkcije je pre-
slikavaǌe d : Ω0(A)→ Ω1(A) definisano kao
df = (eαf)θ
α. (3.33)
Kako bi se konstruisale forme vixeg reda, potrebno je da se defi-
nixe spoǉaxǌi proizvod 1-formi. Tenzorski proizvod dva prostora
Ω1(A) se oznaqava sa Ω1(A)⊗AΩ1(A). Ova oznaka sugerixe polilinear-
nost, odnosno poistoveivaǌe elemenata ζf ⊗ ξ i ζ ⊗ fξ za ζ, ξ ∈ Ω1(A)
i f ∈ A. Prostor 2-formi Ω2(A) je podmodul tenzorskog proizvoda
Ω1(A)⊗AΩ1(A) i definisan je preslikavaǌem π : Ω1(A)⊗AΩ1(A)→ Ω2(A)
koje je projekcija data pravilom ζξ = π(ζ ⊗ ξ) ∈ Ω2(A), za ζ, ξ ∈ Ω1(A),
a u saglasnosti je sa relacijom kojom je zadata algebra [10, 33]. U
nastavku moe da se vidi da ovaj izbor nije jednoznaqan.
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Kada postoji tetradni bazis θα, mogua je eksplicitna konstruk-
cija prostora 2-formi kao preslikavaǌe Ω1(A)⊗A Ω1(A)
π−→ Ω2(A) dato
relacijom
θαθβ = π(θα ⊗ θβ) = Pαβγδθ
γ ⊗ θδ, (3.34)
gde Pαβγδ ∈ Z(A). Kako je π projekcija, zahteva se idempotentnost
θαθβ = Pαβγδθ
γθδ (3.35)






Konstrukcija prostora vixih formi Ωp(A) moe da se nastavi, u slu-
qajevima kada je to mogue, sliqnom logikom uz poxtovaǌe algebar-
skih ograniqeǌa. Za 3-forme ograniqeǌa su Jang-Baksterove relacije
[33]. Prostor svih formi na nekomutativnom prostoru A je direktni
zbir Ω∗(A) = ⊕pΩp(A).
Prethodno je definisan diferencijal funkcije, koji moe da se
uopxti na spoǉaxǌi izvod forme proizvoǉnog stepena. Spoǉaxǌi
izvod je preslikavaǌe d : Ωp(A)→ Ωp+1(A), koje je asocijativno, zadovo-
ǉava gradirano Lajbnicovo pravilo i d2 = 0. Podrazumevani zahtev je
da diferencijal bude u saglasnosti sa relacijama kojima je zadata al-
gebra. Izbor ureenog para (Ω∗(A), d) predstavǉa diferencijalni raqun
na A.
Prethodno iznete definicije mogu da se ilustruju primerom, [33,
78, 47]. Razmotrimo najjednostavniji algebru (3.26), kada je nekomu-
tativnost konstantna, Jµν = const, kao u sluqaju Mojalovog prostora.
Da bismo mogli da razmatramo i komutativni limes, komutacionu re-
laciju kojom definixemo ovaj nekomutativni prostor napisaemo u
obliku
[xµ, xν ] = ik̄Jµν , (3.37)
gde je parametar k̄, mera nekomutativnosti. Komutativni limes je u
ovom sluqaju jednostavan, k̄ → 0. Diferenciraǌem (3.37) se dobija
d[xµ, xν ] = [dxµ, xν ] + [xµ, dxν ] = idJµν . (3.38)
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Kako je Jµν konstanta, moe da se pretpostavi
[xµ, dxν ] = 0, (3.39)
odnosno, da 1-forme komutiraju sa elementima algebre. To znaqi da 1-




Ponovnim dejstvom diferencijala, iz uslova d2 = 0 dodatno sledi da
1-forme meusobno antikomutiraju
{dxµ, dxν} = dxµdxν + dxνdxµ = 0, (3.41)
tako da je za ovakav izbor algebre i diferencijala algebra 1-formi














Ovo nije opxti sluqaj u nekomutativnoj geometriji jer prostor kon-
stantne nekomutativnosti (3.26) ne predstavǉa najopxtiji oblik ne-
komutativne algebre.






Ova jednaqina ima isti oblik kao strukturna jednaqina (3.14), pa koe-
ficijente Cαβγ moemo da interpretiramo kao nekomutativni analogon







U sluqaju algebre (3.37), iz identifikacije (3.40) zbog d2 = 0, sledi
da su Riqijevi koeficijenti jednaki nuli, odnosno da je prostor (3.37)
globalno ravan, pa moe da se kae da je prostor konstantne nekomu-
tativnosti, nekomutativna generalizacija ravnog prostora.
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Ako zahtevamo da derivacije budu unutraxǌe3, po analogiji sa
kvantnom mehanikom, moemo da pretpostavimo da su generisane im-
pulsima pα:
eαf = [pα, f ], (3.45)








µ) = δαµ [pβ, x
µ]. (3.46)






U komutativnom limesu k̄ → 0, impulsi (3.47) su singularni5. Kako su







µ, xν ] = − 1
ik̄
J−1αβ . (3.48)
Vidimo da su komutacione relacije (3.37) i (3.48) sliqne, pa algebra
A u ovom sluqaju alternativno moe da se generixe i pomou impulsa.
U opxtem sluqaju, da bi se na nekom nekomutativnom prostoru de-
finisao diferencijalni raqun, neophodno je nai skup 1-formi θα koje
pripadaju Z(A). Ovaj skup 1-formi je u tom sluqaju tetradni bazis i
ǌegov izbor nije jednoznaqan. U sluqaju unutraxǌih derivacija iz-
bor diferencijala se svodi na izbor skupa impulsa pα. Jedno dodatno
ograniqeǌe koje elimo da imamo je uslov d2 = 0, xto suava mogui
izbor impulsa. U nastavku e biti prikazan postupak na osnovu kojeg
se dobija najopxtiji oblik algebre impulsa, tako da prethodno pome-
nuti uslovi budu zadovoǉeni. Primeri ove konstrukcije mogu da se
nau u [77, 75, 72, 78, 33]. U nekomutativnim prostorima u kojima je
3U matriqnoj geometriji derivacije su nuno unutraxǌe.
4U sluqajevima koje emo razmatrati u narednim poglavǉima, impulsi pα e biti
antihermitski, tako de je za realno f , izraz (eαf) takoe realan.
5U kvantnoj mehanici, odnos izmeu diferencijala i izvoda dat je komutacionom
relacijom ∂f = [p, f ], gde je klasiqni limes ~ → 0, ukǉuqen u definiciju impulsa
p = −i~∂, [78].
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diferencijalni raqun zasnovan na unutraxǌim izvodima, mogue je
definisati koneksiju ili Dirakov operator [7, 77]
θ = −pαθα, (3.49)
tako da diferencijal (3.33) moe da se napixe kao
df = [pα, f ]θ
α = −[θ, f ]. (3.50)
Ako se zada uslov d2 = 0, sledi
0 = d(df) = d(−[θ, f ]) = −[dθ + θ2, f ], (3.51)
xto znaqi da i 2-forma dθ + θ2 pripada centru algebre. U tetradnom
bazisu, ova 2-forma moe da se razvije po bazisnim 2-formama








γδ = Kγδ. (3.53)
Diferencijal koneksije θ u tetradnom bazisu je



















θαθβ = 0. (3.56)





γδpα +Kγδ = 0. (3.57)
Dodatna ograniqeǌa dolaze iz identiteta d2f = 0, koji upotrebom
(3.43) i (3.50) postaje





















θβθγ = 0, (3.59)













γδ −Kγδ = 0. (3.61)
Vidi se da su komutativna algebra 1-formi, kao i naqiǌeni izbor
algebre 1-formi u sluqaju ravnog nekomutativnog prostora dati re-
lacijama (3.35), gde su koeficijenti Pαβγδ qist komutator (3.42), xto
znaqi da forme iskǉuqivo antikomutiraju (kao u obiqnoj geometriji).
U opxtem sluqaju, algebra 1-formi moe da bude gradirana, odnosno
potpuno ili delimiqno antikomutirajua. Ovo uopxteno pravilo spo-







gde je komutirajui deo definisan antikomutatorom
{θα, θβ} = 2ik̄Qαβγδθ
γθδ. (3.63)
Zamenom (3.62) u relaciju za impulse (3.61), dobija se algebra koju,
uz prethodno iznete zahteve, zadovoǉavaju impulsi





Zakǉuqak je, da uslov d2 = 0 daje ograniqeǌe na osnovu kojeg je al-
gebra impulsa u najopxtijem sluqaju kvadratna. Iz (3.63) i (3.64)
vidimo da generalno, kada je algebra impulsa kvadratna, 1-forme θα
ne antikomutiraju.
Jedna dodatna posledica ograniqeǌa koje sledi iz uslova d2 = 0 je
zapis strukturne jednaqine (3.43) preko koeficijenata F γαβ. Zamena




βθγ − {θ, θα}. (3.65)
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3.3 Linearna koneksija
Da bismo mogli da uporedimo tezorska poǉa u razliqitim taqkama
mnogostrukosti, neophodan je pojam paralelnog prenosa, a samim tim i
koneksije. U ovom odeǉku emo prikazati jedan naqin da se definixe
koneksija u nekomutativnom sluqaju. U pristupu koji smo usvojili,
koneksiju neemo definisati kao 1-formu na glavnom raslojeǌu, nego
emo je vezati za pojam kovarijantnog izvoda koji je preslikavaǌe iz-
meu modula koje zadovoǉava izvesna pravila [9]. U klasiqnoj gravi-
taciji, koneksija je metriqki kompatibilna i bez torzije. Ovde emo
da razmotirmo ove uslove detaǉnije. U ovom odeǉku emo analizi-
rati metricku kompatibilnost, a u sledeem vezu izmeu koneksije i
torzije.
Pretpostavǉamo da je nekomutativni prostor paralelizabilan i da
u svakoj taqki moe da se definixe tetrada, kao i kovarijantni izvod
na ǌoj. Da bi se definisala linearna koneksija na nekomutativnom
prostoru, neophodno je da se pre toga definixe uopxtena permutacija
(flip) σ, kao preslikavaǌe
Ω1(A)⊗A Ω1(A)
σ−→ Ω1(A)⊗A Ω1(A),
koje meǌa redosled indeksa u tenzorskom proizvodu, xto je naznaqeno
podebǉanim zapisom faktora u tenzorskom proizvodu, a dato je kao
σ(θα ⊗ θβ) = Sαβγδ θ
γ ⊗ θδ, (3.66)








za koje se zahteva da se u komutativnom limesu svedu na δαβγδ .
Linearna koneksija se definixe kao par (D, σ), kovarijantnog izvoda
D i uopxtene permutacije σ, gde je kovarijantni izvod dat preslika-
vaǌem
Ω1(A) D−→ Ω1(A)⊗A Ω1(A),
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(podebǉanim zapisom naznaqen je prostor na koji ovo preslikavaǌe
deluje) koje zadovoǉava levo Lajbnicovo pravilo
D(fξ) = df ⊗ ξ + fDξ (3.68)
kao i dodatno, desno Lajbnicovo pravilo [72]
D(ξf) = σ(ξ ⊗ df) + (Dξ)f. (3.69)
Svrha operatora σ u (3.69) je da pomeri delovaǌe diferencijala na
levo, poxtujui pri tome redosled qlanova u tenzorskom proizvodu.
Delujui kovarijantnim izvodom na identitete (ξf)g = ξ(fg) i (fξ)g =
ξ(fg) i primenom definicija (3.68) i (3.69), dobija se da je preslika-
vaǌe σ desno i levo A-linearno, odnosno
σ(ξ ⊗ dfg) = σ(ξ ⊗ df)g, σ(fξ ⊗ dg) = fσ(ξ ⊗ dg). (3.70)
Na osnovu jednaqina (3.70), moe da se napixe sledei niz identiteta
fSαβγδ θ
γ ⊗ θδ = σ(fθα ⊗ θβ) = σ(θα ⊗ θβf) = Sαβγδ fθ
γ ⊗ θδ (3.71)
pa se zakǉuquje da koeficijenti Sαβγδ pripadaju Z(A) [75]. Kovari-
jantni izvod moe da se definixe kao dejstvo na elemente bazisa
Dθα = −ωαβγθβ ⊗ θγ = −ωαγ ⊗ θγ. (3.72)
Koeficijenti koneksije ωαβγ, odreeni su time da elementi tetradnog
bazisa pripadaju centru algebre, kao i levim i desnim Lajbnicovim
pravilom.
Prirodan zahtev, nasleen iz klasiqne Ajnxtajnove gravitacije je
da koneksija bude metriqki kompatibilna i bez torzije. Simetriqnost
metrike, po analogiji sa komutativnom geometrijom, moe da se izrazi
na dva razliqita naqina.
g ◦ π = 0, g ◦ σ = g. (3.73)
Pre nego xto se definixe zahtev metriqke kompatibilnosti, u neko-
mutativnom sluqaju, neophodno je da se proxiri pojam kovarijantnog
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izvoda koji deluje na tenzorski proizvod Ω1(A)⊗A Ω1(A). Ako se defi-
nixe preslikavaǌe
D2 : Ω
1(A)⊗A Ω1(A)→ Ω1(A)⊗A Ω1(A)⊗Ω1(A),
gde je podebǉanim zapisom naznaqen tenzorski proizvod na koji ovo
preslikavaǌe deluje, odgovarajue Lajbnicovo pravilo je [72, 77]
D2(ξ ⊗ η) = Dξ ⊗ η + σ12(ξ ⊗Dη) (3.74)
po analogiji sa (3.69), gde je σ12 = σ ⊗ idΩ(A). Operator permutacije
σ12 deluje samo na prva dva faktora tenzorskog proizvoda zato xto
on ima zadatak da pomeri samo prvi faktor u kovarijantnom izvodu
Dξ = (Dξα) ⊗ θα na levo, ostavǉajui bazisnu 1-formu θα na treem
mestu.
Metriqka kompatibilnost se definixe po analogiji sa komutativ-
nom geometrijom na sledei naqin. Na osnovu definicije metrike za
nekomutativni prostor (3.29) i ekstenzije definicije kovarijantnog
izvoda (3.74), moe da se konstruixe sledei dijagram [72]
Ω1(A)⊗A Ω1(A)
D2−−→ Ω1(A)⊗A Ω1(A))⊗A Ω1(A)
g ↓ ↓ idΩ(A) ⊗ g
A d−−→ Ω1(A)
. (3.75)
Koneksija je metriqki kompatibilna ako je dijagram (3.75) komutati-
van, xto moe da se izrazi jednaqinom
g23 ◦D2(θα ⊗ θβ) = dg(θα ⊗ θβ) = 0, (3.76)
gde je g23 = idΩ(A) ⊗ g. Ovo odgovara uslovu metriqke kompatibilnosti
Dgαβ = 0 u komutativnom sluqaju. Na osnovu definicije (3.76),
g23 ◦D2(θα ⊗ θβ) = g23
(
Dθα ⊗ θβ + σ12(θα ⊗Dθβ)
)
= 0. (3.77)
Primenom definicija (3.72, 3.66) i osobine linearnosti uopxtene per-
mutacije σ, prethodna jednaqina se svodi na





η ⊗ θι ⊗ θδ) = 0, (3.78)
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a kako je na osnovu definicije g23(θα ⊗ θβ ⊗ θγ) = gβγ, iz prethodne
jednaqine konaqno sledi uslov metriqke kompatibilnosti koneksije
ωαγδ g
δβ + ωβγδ S
αγ
ηι g
ιδ = 0. (3.79)




η , pa se jednaqina uslova metriqke
kompatibilnosti (3.79) svodi na
ωαβ = −ωβα, (3.80)
odnosno na dobro poznati iskaz da je metriqki kompatibilna koneksija
antisimetriqna po prvom i treem indeksu.
3.4 Torzija i krivina
Torzija je preslikavaǌe T : Ω1(A)→ Ω2(A) definisano jednaqinom
T = d− π ◦D (3.81)
koje je levo-linearno po definiciji [33]. Iz zahteva desne linearnosti
T (ξf) = T (ξ)f (3.82)
primenom Lajbnicovog pravila za d i desnog Lajbnicovog pravila
(3.69) za kovarijantni izvod
T (ξf) = (d− π ◦D)(ξf) = dξ ⊗ f − π(ξ ⊗ df)− π ◦ σ(ξ ⊗ df)− π ◦ (Dξ)f,
tako da se uslov (3.82) svodi na [77]
π ◦ ( id + σ) = 0, (3.83)
pa je torzija uz ovaj uslov bilinearna. Ovo je uslov za σ, mada se
isto tako moe uzeti kao uslov za π. U komutativnoj geometriji (3.83)
predstavǉa uslov za π jer su 2-forme antisimetriqni tenzori.
Dejstvo torzije na bazisnu 1-formu T (θα), primenom definicije
(3.81) moe da se napixe u obliku
Tα = dθα − π ◦Dθα, (3.84)
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β ⊗ θγ. (3.85)






Cαδη = 0, (3.86)
odnosno u komutativnom limesu
ωαβγ − ωαγβ − Cαβγ = 0. (3.87)
Cikliqnom permutacijom jednaqine za koneksiju bez torzije (3.87) i
nakon toga, primenom uslova metriqke kompatibilnosti u komutativ-
nom limesu (3.80), dobija se izraz za metriqki kompatibilnu koneksiju




(Cαβγ − Cβγα + Cγαβ). (3.88)
U nekomutativnom sluqaju, uslov da kovarijantni izvod nema tor-
ziju ima kompleksnije rexeǌe. Iz identiteta D(fθα) = D(θαf), prime-
nom levog i desnog Lajbnicovog pravila (3.68) i (3.69), uz definiciju






δ − Sαβγδ) = [f, ωαγδ]. (3.89)
Jedno partikularno rexeǌe ove jednaqine je
ω̃αγδ = pβ(S
αβ
γδ − δβγ δαδ ), (3.90)











gde χαγδ ∈ Z(A). S druge strane, moe da se pokae da je kovarijantni
izvod
D̃θα = −θ ⊗ θα + σ(θα ⊗ θ) (3.93)
u saglasnosti sa definicijama (3.68) i (3.69). Torzija koja odgovara
koneksiji (3.92) je na osnovu definicije torzije (3.84) i (3.65) kao i




βθγ − {θ, θα} − π(−θ ⊗ θα + σ(θα ⊗ θ)− χαβγθβθγ), (3.94)




βθγ + χαβγ, (3.95)












Po analogiji sa komutativnom geometrijom, gde je D2 = D∧D, moe
da se definixe
D2 = π12 ◦D2 ◦D (3.98)
i formalno uvede krivina kao preslikavaǌe
Curv : Ω1(A)→ Ω2(A)⊗A Ω1(A)
dato sa
Curv = D2. (3.99)
U bazisu tetrade je tada 2-forma krivine Ωαβ definisana preko dejstva
na bazisnu 1-formu





U opxtem sluqaju, uz prethodno iznete definicije potrebno je posta-
viti i uslove koji se odnose na desnu linearnost Curv, a u vezi su sa
uslovima realnosti [77, 79].
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4 Modifikovana Hajzenbergova algebra
Modifikovana Hajzenbergova algebra je trodimenzioni nekomuta-
tivni prostor generisan koordinatama x, y i z, koji predstavǉa ma-
triqnu aproksimaciju Hajzenbergove algebre. Ova aproksimacija je
dobijena konaqnim odsecaǌem beskonaqnodimenzionih matrica koje re-
prezentuju Hajzenbergovu elgebru u Fokovom prostoru. Trea koordi-
nata z, koja je uvedena kako bi se ova algebra zatvorila je privile-
govani pravac i predstavǉa nekomutativni analogon dodatne Kaluca-
Klajnove dimenzije. Jedna algebarska kontrakcija na matematiqki kon-
zistentan naqin moe da se interpretira kao dimenziona redukcija
na xy-ravan. Modifikovana Hajzenbergova algebra u izvesnom smi-
slu predstavǉa prelaz izmeu kvantne grupe i Lijeve algebre i ima
konaqnodimenzione matriqne reprezentacije, kao i kontinualni li-
mes. Diferencijalna geometrija definisana na ovom nekomutativnom
prostoru, uz uvoeǌe odreenih geometrijski i fiziqki motivisanih
ograniqeǌa u nekomutativnoj verziji tetradnog formalizma moe do-
bro da se definixe i obezbedi preduslove za fiziqki opis materije.
Nax fokus, u nastavku e biti razmatraǌe fiziqkih implikacija di-
menzione redukcije, a pre svega uticaja nekomutativne gravitacije u
kontinualnom limesu matriqnog modela na renormalizabilnost teo-
rije poǉa.
Da bismo opisali fiziku pomou teorije poǉa, neophodni su nam
pojmovi neprekidnosti, diferencijabilnosti, i integrabilnosti. U
daǉem tekstu emo videti na koji naqin modifikovana Hajzenbergova
algebra, kao primer nekomutativnog prostora, odgovara ovim zahte-
vima i da li je mogue i u kojoj meri definisati fiziqki relevantan
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komutativni limes.
Sadraj ovog poglavǉa je u osnovi rezultat rada [47], uz jedan
mali deo koji se odnosi na eventualnu redefiniciju elementa zapre-
mine iz [48]. Nakon definicije modifikovanog Hajzenbergovog pro-
stora korixeǌem tetradnog formalizma mogue je konstruisati di-
ferencijalni raqun i diferencijalnu geometriju na ovom nekomuta-
tivnom prostoru. Ispostavie se da je modifikovana Hajzenbergova
algebra zakrivǉen nekomutativni prostor sa torzijom. Posle dimen-
zione redukcije, skalar krivine do na aditivnu konstantu sadri ko-
ordinatnu zavisnost koja je istog oblika kao i harmonijski qlan u
Grose-Vulkenharovom dejstvu, tako da je skalarna teorija poǉa koja
opisuje neminimalnu interakciju sa pozadinskom geometrijom ekviva-
lentna Grose-Vulkenharovom dejstvu u dve dimenzije. Uspostavǉena
ekvivalencija obezbeuje jednu fiziqku interpretaciju GV dejstva i
naruxeǌa translatorne invarijantnosti.
4.1 Konstrukcija modifikovane Hajzenbergove
algebre
Modifikovana Hajzenbergova algebra je matriqna aproksimacija
Hajzenbergove algebre
[x, y] = ik̄. (4.1)






0 1 0 · · · · ·
1 0
√
2 · · · · ·
0
√
2 0 · · · · ·
· · · · 0
√
n− 1 ·
· · · ·
√
n− 1 0 ·








0 −1 0 · · · · ·
1 0 −
√
2 · · · · ·
0
√
2 0 · · · · ·
· · · · · 0 −
√
n− 1 ·
· · · · ·
√
n− 1 0 ·
· · · · · · · ·

, (4.3)
gde je µ konstanta koja ima inverznu dimenziju duine. Ovo je ura-
eno po ugledu na reprezentovaǌe koordinate i impulsa linearnog
harmonijskog oscilatora u svojstvenom bazisu energije (u Fokovom
prostoru), s tim xto ovde koordinata y odgovara impulsu, a funda-
mentalna skala povrxine k̄ koja kontrolixe nekomutativnost, odgovara
Plankovoj konstanti.






0 1 0 · · · ·
1 0
√
2 · · · ·
0
√
2 0 · · · ·
· · · · · 0
√
n− 1









0 −1 0 · · · ·
1 0 −
√
2 · · · ·
0
√
2 0 · · · ·
· · · · · 0 −
√
n− 1





dobija se izmeǌena verzija Hajzenbergove algebre
[x, y] = ik̄(1− µz), (4.6)
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0 0 0 · · · ·
0 0 0 · · · ·
0 0 0 · · · ·
· · · · · 0 0
· · · · · 0 1
 . (4.7)
Matrice (4.4, 4.5) i (4.7) generixu trodimenzionalnu modifikovanu
Hajzenbergovu algebru ili modifikovani Hajzenbergov nekomutativni pro-
stor, koji je onda zadat komutacionim relacijama:
[µx, µy] = iε (1− µz), (4.8)
[µx, µz] = iε (µy µz + µz µy),
[µy, µz] = −iε (µxµz + µz µx),
gde je k̄ = εµ−2. Bezdimenzioni parametar ε kontrolixe veliqinu ne-
komutativnosti. Za ε = 0 algebra postaje komutativna (komutativni
limes), dok za ε = 1 (znaqajna nekomutativnost) ima konaqnodimenzio-
nalne matriqne reprezentacije date matricama (4.4, 4.5) i (4.7). Tre-
nutno nije jasno kako bi algebra bila reprezentovana u sluqaju kada
se parametar ε nalazi izmeu ove dve vrednosti. Uobiqajeno je da se
uzme da su parametri ε i µ nezavisni. U [47] i radovima koji slede
obiqno se koristio dodatni parametar µ′ za z-pravac zato xto je ovaj
pravac privilegovan6, ali u naxem razmatraǌu ovo ne igra znaqajnu
ulogu. Parametar µ je vezan za neku znaqajnu skalu duine ili mase
(kosmoloxka konstanta), ili alternativno moe da se uzme da je cela
kombinacija k̄ povezana sa Plankovom duinom
√
k̄ = lPl, na primer.
Ako se modifikovana Hajzenbergova algebra (4.8) izrazi preko pa-
rametra nekomutativnosti k̄ = εµ−2
[x, y] = ik̄ (1− µz) (4.9)
[x, z] = ik̄ (µy µz + µz µy)
6Modifikovani Hajzenbergov prostor je aksijalno simetriqan, a generator rota-
cija je M = µ2 (µx
2 + µy2 + z), [80].
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[y, z] = −ik̄ (µxµz + µz µx),
oqigledno je da Inonu-Vignerova kontrakcija µ → 0 redukuje (4.9) na
Hajzenbergovu algebru (4.1). Ovo formalno moe da se reprezentuje
slabim limesom n → ∞, a da se geometrijski interpretira kao proje-
kcija na potprostor z = 0.
U tetradnom formalizmu definixemo diferencijal izborom im-
pulsa. Ovaj izbor nije jednoznaqan i nee svaki mogui izbor impulsa
dati diferencijalni raqun koji ima smisla. Ranije smo videli da za-
htev d2 = 0 ograniqava izbor algebre impulsa u najopxtijem sluqaju













αβ su odreeni dodatnim uslovima
kao xto su oblik spoǉaxǌe algebre, metriqka kompatibilnost ili
koneksija bez torzije. Na primer, koeficijenti Qγδαβ odreuju oblik
spoǉaxǌe algebre 1-formi (3.63). Svi ovi uslovi suavaju mogui
izbor impulsa na
εp1 = iµ




pri tome je ovaj izbor skoro jedinstven. Modifikacija izbora impulsa
je detaǉnije prikazana u [49]. Iz relacija (4.11) se vidi da se pri
redukciji na potprostor z = 0, impulsi p1 i p2 svode na impulse u





[p2, p3] = µp1 − iε(p1p3 + p3p1)
[p3, p1] = µp2 − iε(p2p3 + p3p2),














Iz relacija (4.8) i (4.12) se takoe vidi da su strukturne konstante
Qγδαβ simetriqne po gorǌim i antisimetriqne po doǌim indeksima, pa
su nenulte i srtukturne konstante
Q1323 = Q
31
23 = −Q1332, Q2331 = Q3231 = −Q2313. (4.14)
Spoǉaxǌa algebra 1-formi θα je u potpunosti odreena strukturnim
konstantama Qγδαβ, pa iz jednaqina (4.13) i (4.14) sledi
(θ1)2 = 0, (θ2)2 = 0, (θ3)2 = 0, {θ1, θ2} = 0, (4.15)
{θ1, θ3} = iε(θ2θ3 − θ3θ2), {θ2, θ3} = iε(θ3θ1 − θ1θ3).
Vidimo da je prostor 2-formi Ω2(A) trodimenzionalan, kao i u obiqnoj
geometriji. Zbog asocijativnosti spoǉaxǌeg proizvoda moemo da
napravimo proxireǌe spoǉaxǌe algebre na algebru 3-formi Ω3(A).
Mnoeǌem jednaqina (4.16) bazisnim 1-formama θα sa leve i desne
strane, dobijaju se elementi Ω3(A):
θ1θ3θ1 = θ2θ3θ2, θ3θ1θ3 = 0, θ3θ2θ3 = 0,








Iz ovih relacija se vidi da postoji samo jedna linearno nezavisna





Postojaǌe jedinstvenog elementa zapremine je veoma znaqajna impli-
kacija prethodno definisanog diferencijalnog raquna zato xto e ka-
snije omoguiti definisaǌe integracije. Ovo je od kǉuqne vanosti
za iskazivaǌe fiziqkih teorija preko dejstva koje izraavamo kao za-
preminski integral gustine lagranijana. Komutativni limes moe
da se vidi ako se relacije (4.16) napixu u obliku
[θ1, θ2]θ3 = θ3[θ1, θ2] = 2(1− ε2)Θ, [θ2, θ3]θ1 = θ1[θ2, θ3] = 2Θ,
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[θ2, θ3]θ2 = −θ2[θ2, θ3] = 2iεΘ, [θ3, θ1]θ2 = θ2[θ3, θ1] = 2Θ,
[θ3, θ1] = −θ1[θ3, θ1] = −2iεΘ. (4.18)
Na osnovu (4.18) se vidi da u komutativnom limesu,
lim
ε→0
Θ = θ1θ2θ3 (4.19)
xto znaqi da je element zapremine Vol = Θ jedinstven i dobro defini-
san.
4.2 Diferencijalna geometrija
Ve smo videli da je uslov (3.32) da elementi pokretnog bazisa
komutiraju sa elementima algebre dovoǉan da uvedemo metriqki ten-
zor koji u pokretnom bazisu ima konstantne komponente. Izabraemo
euklidsku metriku
gαβ = δαβ, (4.20)
gde je α, β = 1, 2, 3. Na osnovu relacije (3.50) i definicije tetrade
dxµ = [pα, x
µ]θα = eµαθ
α (4.21)
i kombinovaǌem (4.8) i (4.12) dobijaju se izrazi za diferencijale
dx = (1− µz)θ1 + µ2{y, z}θ3,
dy = (1− µz)θ2 − µ2{x, z}θ3, (4.22)
dz = µ2{x, z}θ1 + µ2{y, z}θ2.
Posle redukcije na potprostor z = 0, vidimo da je kotangentni prostor
i daǉe trodimenzionalan. Ovo nije neuobiqano u nekomutativnoj geo-
metriji i takvi sluqajevi su analizirani ranije [8]. Iz (4.22) moemo
da proqitamo elemente tetrade
eµα =

1− µz 0 µ2{y, z}
0 1− µz µ2{x, z}
µ2{x, z} µ2{y, z} 0
 . (4.23)
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(1− µz)2 + µ4{y, z}2 −µ4{y, z}{x, z} µ2(1− µz){x, z}2
−µ4{x, z}{y, z} (1− µz)2 + µ4{x, z}2 µ2(1− µz){y, z}
µ2{x, z}(1− µz) µ2{y, z}(1− µz) µ4{x, z}2 + µ4{y, z}2
 .
(4.24)
Na potprostoru z = 0, ova metrika se redukuje na
gµν =
1 0 00 1 0
0 0 0
 (4.25)
kao xto se i oqekuje.
Uslovi da koneksija bude metriqki kompatibilna i bez torzije su














Zamenom definicije (4.26) u jednaqinu (3.79), uslov metriqke kompa-
tibilnosti postaje
ωαβδ + ωδβα + iεω
γε
δ Tαγβε = 0, (4.28)
a zamenom (4.27) u (3.86), uslov da koneksija bude bez torzije
ωαβδ − ωαδβ + 2iεωαεγQεγβδ = Cαβδ. (4.29)
Ovi uslovi mogu da se rexe linearizacijom u komutativnom limesu
ε → 0, a to znaqi da e rezultat da bude isti kao i u komutativnom
sluqaju, odnosno za koneksiju se dobija izraz (3.88).
Mnoeǌem jednaqine (3.59) projektorom i primenom osobina (3.44)
i (3.60), kao i definicije (4.26) dobija se da strukturne konstante















Iz antisimetriqnosti Fαβγ po posledǌa dva indeksa sledi




β = 0. (4.33)
Iz zahteva da koneksija zadovoǉava (3.88),
Tαβγδ = 2(−Qαβγδ +Qβγδα +Qβδγα), (4.34)
pa su na osnovu (4.13) i (4.14) ovi koeficijenti
T1332 = 2, T1233 = 2, T2133 = −2,
T2331 = −2, T3132 = 2, T3231 = −2.
(4.35)
Na osnovu (3.97) moe da se nae koneksija















θ2 + 2µ2x θ3, (4.36)
ω23 = −ω32 = −
µ
2
θ1 − 2iεp1θ3 = −
µ
2
θ1 + 2µ2y θ3.
odnosno komponente
ω132 = −ω231 =
µ
2
− 2µ2z, ω123 = −ω321 =
µ
2
, ω133 = −ω331 = 2x,
ω213 = −ω312 = −
µ
2
, ω233 = −ω332 = 2µ2y. (4.37)
Dodatno iz (4.30) i mogu da se izraqunaju Riqijevi koeficijenti ro-
tacije
C123 = −C132 = 2µ2z, C213 = −C231 = 2µ2z, C312 = −C321 = µ,
C313 = −C331 = 2µ2z, C323 = −C332 = 2µ2y. (4.38)
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Videli smo da na modifikovanom Hajzenbergovom prostoru postoji
jedinstvena 3-forma koja je element zapremine, xto je preduslov za
dobro definisanu meru integracije. Po definiciji, integral 3-forme
ξ = fΘ je [49] ∫
ξ = tr f. (4.39)
Sledee xto hoemo da definixemo je Ho
ov dual. Deo algebre 3-
formi (4.18)
[θ1, θ2] θ3 = θ3[θ1, θ2] = 2(1− ε2)Θ,
[θ2, θ3] θ1 = θ1[θ2, θ3] = 2Θ, [θ3, θ1] θ2 = θ2[θ3, θ1] = 2Θ,
(4.40)
sugerixe jedan mogui izbor
∗ ([θ1, θ2]) = 2θ3, ∗ ([θ2, θ3]) = 2θ1, ∗ ([θ3, θ1]) = 2θ2. (4.41)
Ova definicija se slae sa tim da u euklidskom prostoru za proi-
zvoǉnu p-formu ξ vai ?(?ξ) = ξ. Na prvi pogled deluje da (4.41) meǌa













[θ2, θ3] = Θ. (4.42)
U ovom sluqaju, komutatori 1-formi nisu prirodni bazis Ω2(A), pa je
prirodnije uzeti kanonski bazis θ̃αβ ≡ Pαβγδθγθδ , jer on vixe odraava
osobine nekomutativnog proizvoda. Konkretno, [49]




















Nedostatak bazisa {θ̃αβ} je to xto on nije hermitski. Dejstvo Ho
ovog
∗-operatora na kanonski bazis 2-formi je
(∗θ̃12) θ12 = (∗θ̃13) θ13 = (∗θ̃23) θ23 = θ1θ2θ3. (4.44)
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Vidimo da redosled qinilaca ovde ne igra nikakvu ulogu. Iz (4.44)
sledi da 3-formu zapremine moemo da identifikujemo kao
Θ̃ = θ1θ2θ3 = (1− ε2)Θ. (4.45)
Ali zbog nehermitnosti imamo (∗θ̃13) θ̃12 6= 0 zapravo
(∗θ̃13) θ̃12 + θ̃12 (∗θ̃13) = 0. (4.46)
Ispostavǉa se da bi ovakva redefinicija zapreminskog elementa Θ
smo promenila ukupni qlan u dejstvu.
4.3 Skalarno poǉe na zakrivǉenom nekomuta-
tivnom prostoru
Rimanova krivina za koneksiju (4.36) moe da se izraquna iz druge












Ovi koeficijenti su izraqunati u [47] i na osnovu toga je dobijen
skalar krivine za koneksiju (4.36)














− 8µ4(x2 + y2). (4.49)
Ovde je interesantna qiǌenica da uprkos ovoj restrikciji, Riqijev





− 4µ4x2 −2µ4{x, y}+ iεµ2
4
2µ3y + 2iεµ3x




− 4µ4y −2µ3x+ 2iεµ3y
2µ3y − 2iεµ3x −2µ3x− 2iεµ3y 9µ2
2
− 4µ4(x2 + y2)
 , (4.50)
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xto znaqi da kotangentni prostor ostaje trodimenzionalan.
U izrazu za skalar krivine, vidi se da eksplicitna koordinatna
















s tim xto je ovde napisano bez precizirane reprezentacije. Modifi-
kovani hajzenbergov prostor u zavisnosti od reprezentacije moe da
bude algebra matrica, pa zbog toga u GV-dejstvu (4.51) nije posebno
naznaqen ?-proizvod zato xto se podrazumeva mnoeǌe operatora u
opxtem sluqaju. Isto se odnosi i na integral, koji u zavisnosti od
reprezentacije moe da bude trag po matricama ili integral. Kako je
u oznakama [19, 20], x̃µ = ipµ, zbog cikliqnosti proizvoda pod integra-
lom vai ∫







[pµ, φ][pµ, φ] + p
µpµφ
2.
S druge strane ∂µφ = [pµ, φ] za modifikovanu Hajzenbergovu algebru
vai x̃µx̃µ = −µ
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Dejstvo za skalarno poǉe koje neminimalno interaguje sa pozadin-















pri qemu z = 0, eα = δµα∂µ, e3 = 0 i
√
g = 1. Za modifikovanu Haj-
zenbergovu algebru dodatno vai x̃µx̃µ = −µ
4
ε2
x̃µx̃ν. Zamenom izraza za
skalar krivine (4.49), i na osnovu prethodnog u [47] je uspostavǉena
ekvivalencija dejstava (4.53) i (4.54) do na reskaliraǌe






= κ, m2 = κ(M2 − ξa), Ω
2µ4
ε2
= κξb, λ = κΛ, (4.56)
pri qemu je a = 15µ
2
2
, a b = 8µ4.
Odavde sledi geometrijska interpretacija Grose - Vulkenharovog
dejstva. Ovo dejstvo opisuje skalarno poǉe koje propagira u zakri-
vǉenom prostoru. Koordinatno zavisni deo skalara krivine ima isti
oblik kao harmonijski qlan u GV-dejstvu. Pored koordinatno zavi-
snog dela, skalar krivine sadri i konstantan qlan koji renormali-
zuje masu. Ako se dejstva identifikuju u taqki samodualnosti, Ω = 1,








U [47] je ovo pokazano za dvodimenzionalni euklidski prostor, a dat
je i predlog kako bi ovo moglo da se uradi u qetvorodimenzionalnom
sluqaju.
Ispostavǉa se da modifikovani Hajzenbergov prostor, pred kri-
vine ima i torziju i u narednom poglavǉu emo ispitati mogunosti
interakcije skalarnog i spinorskog poǉa sa torzijom.
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5 Spinori na zakrivǉenom nekomutativnom
prostoru
U prethodnom poglavǉu je opisan rezultat iz [47] koji prikazuje
na koji naqin moe da se uspostavi veza izmeu harmonijskog poten-
cijala u GV-dejstvu i skalara krivine modifikovanog Hajzenbergovog
prostora nakon dimenzione redukcije. Geometrijski naqin vieǌa te-
orije poǉa koja ima dobro ponaxaǌe pri kvantizaciji je u [48] proxi-
ren sa skalarnog na spinorsko poǉe. Kako modifikovani Hajzenbergov
prostor, pored krivine ima i torziju, ispitane su implikacije nemi-
nimalne interakcije spinora sa torzijom. Ova interakcija rezultuje
prisustvom koordinatno zavisnih qlanova u dejstvu. Ispostavilo se
da ovi koordinatno zavisni qlanovi imaju isti oblik kao koordinatno
zavisni qlanovi u Viǌ-Turnerovom modelu za spinore. VT-model je
nekomutativna verzija Gros-Neveovog modela za spinore na Mojalovom
prostoru. Ova teorija je renormalizabilna u sluqaju restrikcije na
orijentabilni deo interakcije.
U ovom poglavǉu emo, nakon uvoda koji se odnosi na opis spinora
na zakrivǉenom komutativnom prostoru i spinorsku reprezentaciju u
proizvoǉnom broju dimenzija, dati pregled rada [48], u kojem je uspo-
stavǉena veza izmeu renormalizabilnog Viǌ-Turnerovog dejstva i
Dirakovog dejstva za spinore na modifikovanom Hajzenbergovom pro-
storu.
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5.1 Spinori na zakrivǉenom komutativnom
prostoru
Ako hoemo da razmatramo fermione u kontekstu gravitacije, neo-
phodno je da definixemo ǌihovo ponaxaǌe pri lokalnim koordinat-
nim transformacijama na mnogostrukosti. Fermioni su u prostoru
Minkovskog opisani spinorima, odnosno poǉima koja se pri Lorenco-
vim transormacijama transformixu po spinorskoj reprezentaciji Lo-
rencove grupe SO(1, d−1). Ako razmatramo euklidski prostor, spinori
se transformixu po spinorskoj reprezentaciji SO(d) grupe rotacija.
Grupa difeomorfizama na d-dimenzionalnoj mnogostrukosti SL(d,R)
je prevelika i nije odgovarajui okvir za opis fermiona u gravitaci-
onom poǉu. Rexeǌe problema je restrikcija SL(d,R) na SO(1, d−1) ili
SO(d) lokalizacijom odgovarajue SO(1, d−1) odnosno SO(d) simetrije
[81]. Ovo se ostvaruje uvoeǌem tetrade i spinske koneksije.
U nastavku emo navesti neke opxte definicije i fiksirati oznake
koje emo koristiti kasnije u nekomutativnom sluqaju. Naredna dva
odeǉka se odnose na definisaǌe spinorske reprezentacije na mnogo-
strukosti proizvoǉne dimenzije. Pregled koji sledi je prilagoen
potrebama daǉeg teksta (i oznakama iz [33]), a opxirnija razmatraǌa
mogu da se nau u standardnim tekstovima [82, 83, 84].
Klifordova algebra pridruena ravnom d-dimenzionalnom prostoru
sa metrikom gαβ data je antikomutacionim relacijama
{γα, γβ} = 2gαβ (5.1)
gde α, β = 1, . . . , d. Ova algebra moe da se reprezentuje 2[d/2] × 2[d/2] ma-
tricama γα, pri qemu uglaste zagrade oznaqavaju ceo deo broja unutar
zagrade. U parnom broju dimenzija postoji jedna, a u neparnom dve
neekvivalentne ireducibilne reprezentacije Klifordove algebre.
Neka Λ ∈ SO(d), ako je odgovarajui ravan prostor euklidski ili
Λ ∈ SO(1, d − 1), ako je u pitaǌu prostor Minkovskog. Spinorska re-
prezentacija odgovarajue grupe (SO(d) ili SO(d − 1)) je definisana
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preslikavaǌem elemenata Λ 7→ S(Λ), takvim da su zadovoǉeni uslovi:
S−1(Λ)γαS(Λ) = Λαβγ
β, detS(Λ) = 1. (5.2)
Ovo preslikavaǌe je 1-na-2 jer svaki element Λ odgovarajue grupe
simetrije moe da se preslika na S(Λ) ili na −S(Λ). Iz definicije
(5.2), vidi se da je dimenzija spinorske reprezentacije 2[d/2]. Skup svih
elemenata S(Λ) je Lijeva grupa Spin(d).
Dirakov spinor ψ(x) je funkcija koja se pri dejstvu grupe simetrije
SO(d) ili SO(1, d− 1) transformixe kao
ψ(x)→ ψ′(x) = S(Λ)ψ(Λ−1x), (5.3)
pri qemu se koǌugovani Dirakov spinor trasformixe po inverznoj
transformaciji
ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(Λ−1x)S−1(Λ). (5.4)
tako da se bilinearna forma ψ̄ψ transformixe kao skalar. Vidimo
na osnovu definicija (5.3) i (5.4) da Dirakov spinor i koǌugovani
Dirakov spinor mogu da se reprezentuju 2d/2-komponentnim kolonama.
Pri infinitezimalnim SO(1, d−1) (SO(d)) transformacijama Λαβ =
δαβ + λ
α









[γα, γβ] = −Σβα. (5.6)
Kao xto se i oqekuje ovi generatori zadovoǉavaju komutacione rela-
cije
[Σαβ,Σγδ] = gαδΣβγ + gβγΣαδ − gαγΣβδ − gβδΣαγ. (5.7)
odgovarajue SO(1, d− 1) (SO(d)) algebre.
Da bismo definisali spinore na mnogostrukosti, potrebno je da u
svakoj taqki prostora definixemo bazis tetrade koji ima ravnu me-
triku, a samim tim i odgovarajuu SO(d) ili SO(1, d − 1) simetriju.
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Pri lokalnim Lorencovim transformacijama (rotacijama) pokretni
bazis se tranformixe po tenzorskoj reprezentaciji odgovarajue lo-
kalne grupe
θα(x)→ θα′(x) = Λαβ(x)θβ(x). (5.8)
Kinetiqki qlan u Dirakovom dejstvu dat bilinearnom formom ψ̄(x)γµ∂µψ
nije invarijantan na ove transformacije, pa se invarijantnost po-
stie zamenom izvoda ∂µ kovarijantnim izvodom
Dµ = ∂µ +
1
2
ωα βµ Σαβ, (5.9)
gde je dodatno uvedena funkcija ωα βµ , vektorsko poǉe na mnogostru-
kosti, koje se transformixe po lokalnoj SO(d) ili SO(1, d − 1) grupi
simetrija, a Σαβ generatori date grupe transformacija definisani
jednaqinom (5.6). Vektorsko poǉe ωα βµ je gradijentno poǉe odgova-
rajue grupe, a geometrijski ima smisao koneksije na odgovarajuem
SO(d) ili SO(1, d− 1) raslojeǌu i naziva se spinska koneksija. Indeks
µ odgovara koordinatnoj karti na mnogostrukosti, a indeksi α, β su
grupni indeksi na tipiqnom sloju.
Takoe je mogue definisati prostorno zavisne γ-matrice
γµ(x) = eµα(x)γ
α, (5.10)
koje zadovoǉavaju Klifordovu algebru u koordinatnom bazisu
{γµ(x), γν(x)} = 2gµν(x), (5.11)
i tada je odgovarajui kovarijantni izvod
Dµ = ∂µ +
1
2
ων ρµ Σνρ. (5.12)
5.2 Spinorska reprezentacija na euklidskom
prostoru prizvoǉne dimenzije
Kako smo u nastavku zainteresovani pre svega za spinore defini-
sane na euklidskom prostoru, razmotriemo detaǉnije spinorsku re-
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prezentaciju u ovom sluqaju. Videli smo da se spinori u d-dimenzi-
onom euklidskom prostoru, pod dejstvom SO(d) grupe transformixu po
jednaqini (5.5). U euklidskom prostoru Klifordova algebra je
{γα, γβ} = 2δαβ (5.13)
pa γα mogu da budu ili hermitske ili antihermitske matrice. Mi
emo da ih definixemo kao hermitske
γ†α = γα. (5.14)
Zbog toga su generatori grupe Σαβ antihermitski. Da bismo konstru-
isali reprezentaciju γ matrica, posmatraemo dva sluqaja: parno i









(γi − iγi+n), i = 1, . . . , n (5.15)
xto predstavǉa algebru fermionskih oscilatora




j} = {bi, bj} = 0. (5.16)
Ove operatore moemo da reprezentujemo na tenzorskom proizvodu dvo-
dimenzionalnih Hilbertovih prostora. Za svaki od tih Hilbertovih
prostora vai
b|0〉 = 0, b†|0〉 = |1〉, b|1〉 = |0〉, b†|1〉 = 0, (5.17)
gde je |0〉 vakuum, a |1〉 pobueno staǌe. Ukupni prostor reprezentacije
je zbog grasmanovske prirode operatora bi konaqan skup staǌa
|0〉, b†i |0〉, b
†
i1
b†i2|0〉, . . . , b
†
1 · · · b†n|0〉,










(b†i + bi), γi+n =
i√
2
(b†i − bi) (5.18)
konstruisali smo jednu eksplicitnu reprezentaciju Klifordove alge-
bre. Ova reprezentacijea je jedinstvena do na transformaciju ekvi-
valencije γ′α = S
−1γαS, za neku invertibilnu matricu S. Moemo da
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zakǉuqimo da su matrice γα i Σαβ matrice dimenzije 2d/2×2d/2. Ove ma-
trice deluju na spinore koji su u tom sluqaju kolone ψT = (ψ1, . . . , ψ2
d/2
).
Postoji jox jedna matrica koju je mogue konstruisati iz postojeeg
skupa matrica, a koja je takoe hermitska i qiji je kvadrat jediniqna
matrica, naime
γd+1 = (−1)(d−1)/2γ1 . . . γd (5.19)
Ova matrica ima vanu osobinu, naime
{γd+1, γα} = 0, α = 1, . . . , d. (5.20)
a posledica toga je da komutira sa svim SO(N) generatorima
[γd+1,Σαβ] = 0. (5.21)
Kako je γ2d+1 = 1 svojstvene vrednosti γd+1 su ±1, pa postoje dva odgo-
varajua svojstvena vektora
γd+1ψL = −ψL, γd+1ψR = ψR (5.22)
Pod dejstvom SO(N) transformacija, ovi svojstveni vektori se trans-
formixu kao










pa zakǉuqujemo da pri ovim transformacijama nema mexaǌa vektora
sa razliqitim svojstvenim vrednostima, odnosno da postoje dva in-
varijantna svojstvena potprostora. Ovo se lako vidi, jer iz osobine
cikliqnosti traga sledi
tr γd+1 = 0, (5.24)
pa e u parnom broju dimenzija biti jednak broj pozitivnih i nega-
tivnih svojstvenih vrednosti. To razlae 2n-dimenzionalni prostor
reprezentacije na dva potprostora dimenzije 2n−1. Ovo razlagaǌe vai
i za spinore, pa se Dirakov spinor ψT = (ψR, ψL) razlae na dva Vaj-
lova spinora: desni Vajlov spinor pozitivne kiralnosti ψR i Levi
Vajlov spinor negativne kiralnosti ψL.
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U sluqaju kada je d neparno, Klifordovu algebru qine 2n + 1 ma-
trice γ1, . . . , γ2n, γ2n+1 koje zadovoǉavaju definicionu relaciju (5.13).
Konstrukcijom matrice γd+1 iz parne dimenzije nie, ova algebra se
zatvara. Zbog toga u neparnom broju prostornih dimenzija nema ki-
ralnosti i Vajlovih spinora pa je ova reprezentacija ireducibilna.
U neparnom broju dimenzija postoji dve neekvivalentne ireducibilne
reprezentacije zato xto su matrica −γ2n+1 umesto γ2n+1 podjednako do-
bro zadovoǉava algebru, a ne postoji transformacija sliqnosti koja
e jednu matricu da prebaci u drugu.
Konkretno, mi hoemo da konstruixemo spinore na modifikovanoj
Hajzenberovoj algebri, koja je trodimenzionalni nekomutativni pro-
stor i da napravimo dimenzionu redukciju na dvodimenzionalni pot-
prostor z = 0. Za to nam je potrebna spinorska reprezentaciju u dve
i tri dimenzije. U oba sluqaja, spinorska reprezentacija je dvodi-
menzionalna. Prirodna reprezentacija γ-matrica u dve dimenzije su
Paulijeve matrice
γ1 = σ1, γ2 = σ2. (5.25)
Iz ǌih dobijamo matricu kiralnosti
γ3 = −iγ1γ2 = σ3. (5.26)
I kao xto je reqeno ranije, ova reprezentacija je do na unitarnu ekvi-
valenciju jedinstvena. Spinorska reprezentacija u tri dimenzije je
γα = σα, α = 1, 2, 3. (5.27)
Pri tome je jedna reprezentacija odreena uslovom γ4 = −iγ1γ2γ3 = 1,
dok je druga neekvivalentna ireducibilna reprezentacija γ̃1 = σ1, γ̃2 =
σ2, γ̃3 = −σ3, a odreena je uslovom γ̃4 = −1.
5.3 Dirakovo dejstvo
Kovarijantni izvod za spinore (5.9) u zakrivǉenom prostoru u ko-
ordinatno nezavisnom obliku je















Iz zahteva da bilinearna forma ψ̄ψ bude skalarna funkcija, odnosno
da se kovarijantni izvod redukuje na obiqni
Dα(ψ̄ψ) = eα(ψ̄ψ), (5.31)
izraz za kovarijantni izvod koǌugovanog spinora je
Dαψ̄ = eαψ − ψ̄Γα. (5.32)
Pri SO(d) transformacijama, koǌugovani Dirakov spinor se trans-
formixe tako da ǌegova transformacija kompenzuje rezultat (5.5). U















odnosno ψ̄ = ψ†. Pomou Dirakovog operatora
/D = γαDα (5.34)




g ψ̄ (i/D −m)ψ. (5.35)
Ovo dejstvo je realno ako nema torzije. Maseni qlan je oqigledno

























Ako nema torzije, kombinujui izraze za koneksiju bez torzije (3.88)

































[γδ,Γδ] = −ωααδγδ, (5.41)






Kada nema torzije, Dirakov operator /D je hermitski u odnosu na ska-
larni proizvod sa teinskom funkcijom
√
g.




(S + S∗). (5.43)
Dejstvo (5.35) moe da zapixe preko formi, [85]. Ako definixemo
matriqnu 1-formu V = θαγα, u d dimenzija vai∫
tr (Dψ)ψ̄ V V . . . V γd+1 = −i(d− 1)!
∫
Θ ψ̄γα(Dαψ), (5.44)
gde se trag odnosi na γ-matrice. Proizvod V V . . . V sadri (d − 1)
faktora. Na komutativnim prostorima 1-forme meusobno antikomu-









V V . . . V γd+1. (5.45)
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Na sliqan naqin moe da se napixe i maseni qlan Dirakovog dejstva
m
∫
trψψ̄V V V . . . V γd+1 = −id!
∫
Θmψ̄ψ, (5.46)
pri qemu sada proizvod 1-formi V V V . . . V sadri d qinilaca. Na















trψψ̄ V V V. (5.48)
Ovo vai za reprezentaciju γ-matrica u kojoj je γ4 = 1.
5.4 Dirakovo dejstvo na modifikovanom
Hajzenbergovom prostoru
Sada elimo na anlogan naqin da konstruixemo Dirakovo dejstvo



































Izraavajui sve 3-forme preko jedinstvene zapreminske forme Θ i






















































µγ3 − iµ2(xγ2 − yγ1 + zγ3),























2ψ̄(xγ2 − yγ1 + zγ3)
)
.







i(e1ψ̄)γ1ψ + i(e2ψ̄)γ2ψ + i(1− ε2)(e3ψ̄)γ3ψ (5.55)
− µ
4
(1 + ε2)ψ̄ψ +
µε
2
ψ̄γ3ψ − µ2(1− ε2)ψ̄zψ
− ε(e1ψ̄)γ2ψ + ε(e2ψ̄)γ1ψ − iµ2(1− ε2)ψ̄(xγ1 + yγ2)ψ
)
.
Vidimo da su qlanovi u posledǌem redu qisto imaginarni. Kako ko-
neksija koju koristimo ima torziju, potrebno je da primenimo hermit-







iψ̄γ1(e1ψ) + iψ̄γ2(e2ψ) + i(1− ε2)ψ̄γ3(e3ψ)
− i(e1ψ̄)γ1ψ − i(e2ψ̄)γ2ψ − i(1− ε2)(e3ψ̄)γ3ψ (5.56)
− µ
2
(1 + ε2)ψ̄ψ + µε ψ̄γ3ψ − 2µ2(1− ε2)ψ̄zψ
)
.














gde se sada sumira po α = 1, 2. Ovde moemo da primetimo da se, kao i
u skalarnom sluqaju, deo komponenata koneksije manifestuje kao masa.






















Ovaj qlan izgleda isto posle i pre dimenzione redukcije. Meutim,
to je posledica toga xto smo koristili iste oznake za spinore i zapre-
minsku formu u dve i u tri dimenzije. Ako bismo eleli da budemo
potpuno precizni, oznaqili bismo odgovarajue zapreminske forme
kao Θ(2) i Θ(3), kao i spinore sa ψ(2) i ψ(3). Pri tome je relacija izmeu
ovih spinora ψ(2) =
√
Zψ(3), gde bi Z sadralo kompleksni broj (kon-
stantan spinor u jednoj dimenziji koji moe da se normira na jedinicu,
[86]) i zapreminu otprojektovane tree dimenzije. U interakcionom
sluqaju, Z renormalizuje konstantu interakcije.
U komutativnom limesu ε = 0, maseni qlan (5.59) se svodi na uobi-
qajeni maseni qlan za spinorsko poǉe. Meutim nekomutativni pro-
stor (4.8) nije invarijantan pri prostornoj inverziji, xto za posle-
dicu ima postojaǌe qlanova ψ̄γ3ψ koji naruxavaju parnost u (5.57)
i (5.59). Zbog toga spinori razliqite kiralnosti imaju razliqitu
masu. U matriqnom sluqaju, ε = 1, spinor ψR je masivan i ima masu
mL = 4/3m, dok je ψR bezmasen. Naruxeǌe parnosti je prisutno i u
kinetiqkom qlanu, a qak i u bezmasenom sluqaju dimenziona redukcija
daje mase mL,R = µ(1± ε)2/4
5.5 Interakcija spinora i torzije
U ovom odeǉku konstruisaemo neminimalnu interakciju fermi-
ona i torzije. Naime, qak i u sluqaju komutativnih dvodimenzio-
nalnih mnogostrukosti, dejstvo za minimalno vezane spinore ne moe
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da ima eksplicitnu zavisnost od koneksije, pa zbog toga ova interak-
cija mora da bude neminimalna [87]. U qetiri dimenzije postoji vixe
mogunosti da se konstruixe ova interakcija [88, 89]. U tri dimen-
zije, mogui interakcioni qlanovi su oblika
S ′tor =
∫
trψ ψ̄ TαγαV, S ′′tor =
∫
trψ ψ̄ (∗Tα)γαV V. (5.60)
Torzija je definisana jednaqinom (3.81), qije su komponente u tetrad-
nom bazisu
Tα = dθα + ωαβθ
β. (5.61)
Posledǌa jednaqina izgleda potpuno isto kao prva Kartanova struk-
turna jednaqina u komutativnoj geometriji (3.20), s tim xto je alge-












(1− 2µz){θ2, θ3} = −i εµ
2
(1− 2µz) [θ1, θ3],
T 2 = −µ
2
(1− 2µz){θ1, θ3} = −i εµ
2
(1− 2µz) [θ2, θ3], (5.63)
T 3 = −µ2x{θ1, θ3} − µ2y{θ2, θ3} = −iεµ2x [θ2, θ3] + iεµ2y [θ1, θ3].
Ho
ov dual ovih 2-formi nalazimo direktno primenom definicije (4.41)
∗T 1 = iεµ(1− 2µz) θ2,
∗T 2 = −iεµ(1− 2µz) θ1, (5.64)
∗T 3 = −2iεµ2x θ1 − 2iεµ2y θ2.




















Ispostavǉa se da i drugo dejstvo ima isti oblik,
S ′′tor = 2iS
′
tor (5.66)
Zbog toga uzimamo realne i imaginarne delove S ′tor kao dva nezavisna
interakciona qlana. Konkretno, neka su ϑ su $ dva proizvoǉna realna























5.6 Dirakov operator i ekvivalencija sa DV T
Ukupni lagranijan koji opisuje Dirakove spinore na modifiko-
vanom Hajzenbergovom prostoru, posle redukcije na Hajzenbergov pro-
stor je





















(1 + 2ϑε+ ε2)ψ̄ψ − 2(ε+ η) ψ̄γ3ψ
)
.
Ako ovaj lagranijan napixemo u obliku L = ψ̄ /Dψ nalazimo da je
odgovarajui Dirakov operator


















U komutativnoj geometriji, kada nema torzije, Lihneriviqeva for-
mula daje vezu izmeu Dirakovog operatora, Laplas-Beltramijevog
operatora i skalarne krivine [90]. Mi smo ovde izraqunali kvadrat
dobijenog Dirakovog operatora





+ (A2 +B2) +
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xto predstavǉa uopxteǌe obiqnog Lihneroviqevog laplasijana za spi-
nore. Dobijena Lihneroviqeva formula sadri dodatnu zavisnost od
koneksije, koja je posledica interakcije sa torzijom. U ovom /D2 su
takoe prisutni i qlanovi indukovani dimenzionom redukcijom.
Ekvivalencija izmeu Dirakovog dejstva (5.70) sa Viǌ-Turnerovim
modelom (2.33) se lako uspostavǉa. Ako uporedimo notaciju i iden-
tifikujemo θ = −k̄ tada parametri dejstva za spinore (2.33) i (5.70)
mogu da se poveu na sledei naqin
m̃ = A, κ = B, Ω =
ηε
4
, $ = 0. (5.74)
Kao i u sluqaju Viǌ-Turnerovog dejstva iz (5.74) moemo da vidimo





2ε2(1− µz)− (1− 2µz)2 − 2µ2(x2 + y2)
)
Θ. (5.75)
vidimo da se ovde pojavǉuje eksplicitna koordinatna zavisnost kao u
skalaru krivine, xto odgovara harmonijskom qlanu u GV-modelu, ali









15− 16µ2(x2 + y2)
)
φ2, (5.76)
moe da se posmatra interakcija sa torzijom. Zakǉuqak je da u slu-
qaju skalarnog poǉa, harmonijski qlan moe da potiqe kako od nemi-
nimalne interakcije sa krivinom, tako i od neminimalne interakcije
75









2ε2 − 1− 2µ2(x2 + y2)
)
φ2. (5.77)
Rezultujui fiziqki efekat obe interakcije je sliqan jer uvodi har-
monijski potencijal i modifikuje masu skalarnog poǉa.
Fiziqki efekti koji mogu da se vide u razmotrenom spinorskom
modelu su nastanak mase i naruxeǌe parnosti. Jedan izvor mase je
gravitaciono poǉe koje se kroz interakciju sa torzijom manifestuje
kao inercija. Drugi izvor mase je dimenziona redukcija. Naruxeǌe
parnosti je posledica neinvarijantnosti modifikovanog Hajzenbergo-
vog prostora na prostornu inverziju. Zbog toga, prostorna inverzija
nije simertija u lagranijanu, a kako maseni qlanovi u sebi zadre
i komponente koje potiqu iz dodatne dimenzije, naruxeǌe parnosti se
manifestuje kao razlika mase leve i desne komponente Dirakovog poǉa
i posle dimenzione redukcije
mR,L = A±B =
m
3
(1∓ ε)(3± ε)− µ
4
(1∓ ε)(1∓ ε∓ 2η). (5.78)
U komutativnom limesu mR,L = m ± ηµ/2, pa vidimo da je jedan deo
generisane mase iskǉuqivo posledica interakcije sa torzijom.
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6 Gradijentno poǉe na zakrivǉenom neko-
mutativnom prostoru
Jedna mogua fiziqka interpretacija boǉeg ponaxaǌa GV-modela
u IC-sektoru jeste konfiniraǌe poǉa u zakrivǉenom prostoru harmo-
nijskog potencijala i potiskivaǌe interakcija dugog dometa, xto je
uobiqajeno u teorijama kondenzovane materije [50]. Ovaj geometrijski
naqin vieǌa problema dovodi u vezu gravitaciju sa regularizaci-
jom IC-divergencija u teoriji poǉa na nekomutativnom prostoru. I
u sluqaju spinorskog poǉa ispostavilo se da gravitacija, kroz in-
terakciju sa torzijom pozadinskog prostora, regularizuje teoriju u
dovoǉnoj meri tako da ona bude renormalizabilna. U sluqaju Viǌ-
Turnerovog modela, koji smo geometrijski interpretirali, to se de-
xava uprkos qiǌenici da jedan deo UV/IC mexaǌa i daǉe ostaje [29].
Zbog prethodno navedenog, postojala je motivacija da se ispita pona-
xaǌe gradijentne teorije na modifikovanom Hajzenbergovom prostoru
u oqekivaǌu da kroz interakciju sa pozadinskom geometrijom teorija
pokae boǉe IC-ponaxaǌe, kao u prethodna dva primera.
Dodatno, teorije poǉa definisane na Lijevim algebrama koje imaju
konaqnodimenzione reprezentacije su konaqne pri kvantizaciji [47].
Modifikovana Hajzenbergova algebra nema strukturu Lijeve algebre,
ali ima konaqnodimenzionu matriqnu reprezentaciju, xto moe da
bude razlog boǉeg ponaxaǌa skalarne i spinoske teorije. U ovom
kontekstu, matriqnu geometriju moemo da smatramo nekom vrstom re-
gulatora.
Model za gradijentno poǉe na modifikovanom Hajzenbergovom pro-
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storu konstruisan u [49], posle redukcije na potprostor z = 0, ima
dobre osobine na klasiqnom nivou. Pored trivijalnog vakuuma, teo-
rija je i BRST invarijantna. Takoe, teorija ima skalarni sektor
koji potiqe od gradijentnog poǉa u dodatnoj KK-dimenziji, pa se ova
dva sektora kombinuju u multiplet kao u supersimetriqnim teorijama,
xto moe da vodi ponixteǌu jednog dela divergencija.
U nastavku ovog poglavǉa, posle kratkog pregleda rezultata iz
[49, 50], predstaviemo naxe rezultate iz [51]. U [49] dimenzional-
nom redukcijom na dvodimenzionalni potprostor, je iz Jang-Milsovog
dejstva na modifikovanom Hajzenbergovom prostoru dobijeno dejstvo
za gradijentno poǉe. Kvantne popravke u prvom redu su naene u [50]
i nax rezultat predstavǉa nastavak ovog rada.
6.1 Dejstvo za gradijentno poǉe na modifiko-
vanom Hajzenbergovom prostoru
Gradijentna U(1) simetrija moe da se uvede pomou gradijentnog
potencijala (koneksije) A, koji je antihermitska 1-forma
A = igAαθ
α, (6.1)
gde je g konstanta interakcije. Tada je jaqina poǉa, odnosno krivina
koneksije A





Ovde se gradijentna U(1) grupa standardno sastoji od unitarnih eleme-
nata g ∈ A kao u (2.38), a zbog definicije diferencijala preko impulsa
i ovde moemo da uvedemo gradijentno kovarijantnu 1-formu
X = Xαθ
α = A− θ, (6.3)
koja se transformixe po pridruenoj reprezentaciji gradijentne grupe.
Komponente
Xα = pα + igAα (6.4)
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se nazivaju kovarijantne koordinate. Kada se jaqina poǉa izrazi preko
kovarijantnih koordinata X i strukturnih konstanti, dobija se izraz







Postojaǌe kovarijantne koordinate X otvara mogunost konstrukcije
opservabli koje su automatski gradijentno invarijantne, pa se time
proxiruje mogunost konstrukcije gradijentno invarijantnog dejstva,
drugaqijeg od Jang-Milsovog ili Qern-Sajmonsovog. Ova mogunost
je iskǉuqivo posledica nekomutativnosti. Model koji je ovde izgra-
en je nekomutativno uopxteǌe Jang-Milsove teorije bez ekstenzija.
Mogue ekstenzije e biti analizirane kasnije. Za dejstvo vektorskog









Redukcija na potprostor z = 0 podrazumeva samo poǉa Aα(x, y, z = 0),
pri qemu se formalno integrali po z i reskalira konstanta interak-
cije za gradijentno poǉe, g → g. Rezultat je Kaluca-Klajnova reduk-
cija Jang-Milsovog dejstva na Mojalovu ravan. Poqetno definisano
gradijentno poǉe i jaqinu poǉa na trodimenzionalnom modifikovanom
Hajzenbergovom prostoru oznaqavaemo sa Aα, Fαβ , α, β = 1, 2, 3 dok
emo iste veliqine koje su definisane na Mojalovom prostoru ozna-
qavati sa Aα, Fαβ. α, β = 1, 2. Poǉa i konstante interakcije nemaju
iste masene dimenzije u dve i tri prostorne dimenzije, ali se pri di-
menzionoj redukciji uvek pojavǉuju uz odgovarajue gradijentno poǉe.
Tako da g i g mogu da se apsorbuju u Aα i Aα i da se na kraju raquna
vrate i prikau u dejstvu.
Posle redukcije na potprostor z = 0 trea komponenta impulsa je
konstantna,
gA3 = gφ, gA1 = gA1, gA2 = gA2. (6.7)
Kovarijantni izvod i jaqina poǉa su u dve dimenzije definisani kao
Dαφ = eαφ+ ig[Aα, φ], g
−1F12 = e1A2 − e2A1 + ig[A1, A2]. (6.8)
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Komponente jaqine poǉa F posle KK-redukcije su [49]
g−1F12 = g







g−1F13 = D1φ− iε{p2 + igA2, φ} = [X1, φ]− iε{X2, φ}, (6.9)
g−1F23 = D2φ+ iε{p1 + igA1, φ} = [X2, φ] + iε{X1, φ}.
Ako se definixe
a = 1− ε2 (6.10)













na osnovu definicija (6.7,6.8) i posle vraaǌa konstante interakcije










F12φ+ (4 + a)µ
2φ2 − 4εF12φ2 (6.12)
+ (D1φ)
2 + (D2φ)


















2 + [X1, φ]
2 + [X2, φ]
2 − ε2{X1, φ}2 − ε2{X2, φ}2
)
.
Dejstva (6.6) i (6.13) su definisana kada je definisan trag, odnosno
za konkretno datu reprezentaciju algebre. Jedna mogunost je da se







4µ2φ2 − 4F12φ2 + (D1φ)2 + (D2φ)2 (6.13)
− {p1 + igA1, φ}2 − {p2 + igA2, φ}2
)
sadri gradijentna poǉa koja ne propagiraju, a interaguju sa ska-
larom. Druga mogunost, koju emo ovde da razmotrimo, jeste da se
ispita kontinualni limes i poǉa reprezentuju na Mojalovoj ravni.
Oteavajua okolnost, kada je u pitaǌu ovaj pristup, je relativno
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komplikovan oblik dejstva, xto se ne odnosi samo na interakcioni
qlan, nego i na kinetiqki. Ovo je posledica mexaǌa skalarnog i vek-
torskog poǉa. S druge strane, ovo nagovextava da e harmonijski
potencijal da konfinira, pored skalarnog i vektorsko poǉe. Ovo dej-
stvo je manifestno gradijentno invarijantno jer je zapisano pomou
kovarijantnih koordinata, meutim LS-status nije jasan jer dejstvo
(6.13) nije invarijantno na zamenu [X1,X2]↔ {X1,X2} .
Kada su u pitaǌu slobodni parametri, ǌih u ovoj teoriji ima samo
dva. Jedan slobodan parametar je a i on meri skalu nekomutativnosti,
dok µ odgovara skali prostor-vremena. Konstante interakcije su ap-
sorbovane u gradijentna poǉa. Masa skalarnog poǉa i sve konstante
interakcije se fiksiraju ovim parametrima.
Dejstvo (6.13) ima dva klasiqna vakuuma:











Prvi vakuum je trivijalan, dok drugi ima konstantnu vrednost jaqine
poǉa, F12 = µ2/ε, kao i nenultu vrednost energije. Posle razvoja oko
trivijalnog vakuma (6.14), fiksiraǌa kalibracije i dodavaǌa duhova,
dobija se sledee dejstvo [50]
S = SYM + Sgf + Sgh = Skin + Sint, (6.16)






α + 2aµεαβ(∂aAβ)φ+ φφ (6.17)






αAβ + igAα ? Aβ) ? φ2 − 2ig(∂αφ)[Aα ?, φ] (6.18)
+ 2iaµgεαβA
α ? Aβφ− 2iagεαβ∂αAβεγβAγ ? Aδ
+ ag2(εαβA
α ? Aβ)2 + g2[Aα ?, φ][A
α ?, φ]− ε2g2{Aα ?, φ}{Aα ?, φ}
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+ 2µ2εgεαβ{xα ?, φ}{Aβ ?, φ} − igc̄∂α[Aα ?, c].
Qlanovi (6.17) i (6.18), u zbiru, predstavǉaju model koji e u na-
stavku biti analiziran.
6.2 Propagatori: struktura na nivou jedne pe-
tǉe
U ovom odeǉku emo se osloniti na neke rezultate iz [50] i de-
finisaemo nove oznake koje e olakxati proces raqunaǌa. U kineti-
qkom qlanu (6.17), postoji mexaǌe skalarnog i gradijentnog poǉa. Ovo
mexaǌe je posledica nekomutativnosti. Da bismo naxli propagator,
posmatraemo ova poǉa kao deo multipleta ΦT = (Aµ, φ), pa kinetiqki


















ΦTG−1Φ + 2c̄c (6.20)
gde je
K−1 = − 4µ4xαxα − 4µ2 (6.21)
inverz Melerovog kernela u impulsnom prostoru. U dve dimenzije,
Melerov kernel u parametarskom obliku je [93],
















Masa skalarnog poǉa je ovde 2µ. Za drugaqije vrednosti mase, uz
faktor (ξ − 1)/(ξ + 1), se pojavǉuje drugaqiji eksponent. U nastavku
emo koristiti notaciju:







r · s̃. (6.23)
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Kernel kinetiqkog operatora je u impulsnom prostoru dat matricom
G−1(r, s) =
−ar2δµν(2π)2δ(r + s) −iaµr̃µ(2π)2δ(r + s)
−iaµs̃ν(2π)2δ(r + s) −aµ2(2π)2δ(r + s) +K−1(r, s)
 . (6.24)
Invertovaǌem ove matrice dobijaju se elementi matrice propagatora
G(r, s):














Kako je u svakom propagatoru za vektorska poǉa prisutna kontrakcija
skalrnih poǉa K(r, s), posledǌa dva matriqna elementa iz (6.25) mo-














Ovakav naqin zapisa je znaqajan jer omoguava apsorbovaǌe velikog
broja izraza i vodi ponixtavaǌu znaqajnog dela divergentnih dopri-
nosa. Interakcioni qlan sadri trovertekse i qetvorovertekse. U





































































































Mi elimo da izraqunamo korekcije propagatora na nivou jedne
petǉe, odnosno zbir oqekivanih vrednosti
PFF ′,ij(r, s) = −〈F (r)F ′(s)Sint,i Sint,j 〉, i, j = 1, . . . , 6 (6.27)
PFF ′,i(r, s) = −〈F (r)F ′(s)Sint,i 〉, i = 7, . . . , 10 (6.28)
gde su F i F ′ poǉa koja odgovaraju spoǉaxǌim linijama i koja mogu
imati vrednosti φ ili Aµ multipleta Φ. Indeksi i, j = 1, . . . , 10 odgo-
varaju interakcionim verteksima. Izrazi (6.27) odgovaraju dvoqe-
stiqnim korelacionim funkcijama sa jednom petǉom. Dvoqestiqne ko-
relacione funkcije sa dve petǉe su oblika (6.28). Ovi doprinosi
nee biti razmatrani u nastavku. Jednoqestiqne korelacione funk-
cije PF,i (tedpol dijagrami) su izraqunate u [50]. Ovi tedpol dija-
grami su uvrxteni u konaqni rezultat kako bi se omoguilo eventu-
alno skraeǌe divergentnih doprinosa u kombinaciji sa qlanovima
PF,ij. Konkretno, u komponentama, za popravke propagatora uvodimo
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oznake:
Pφφ,ij(r, s) ≡ Pφ(r)φ(s),ij = −〈φ(r)φ(s)(i)(j)〉,
P µφA,ij(r, s) ≡ Pφ(r)Aµ(s),ij = −〈φ(r)A
µ(s)(i)(j)〉, (6.29)
P µAφ,ij(r, s) ≡ PAµ(r)φ(s),ij = −〈A
µ(r)φ(s)(i)(j)〉,
P µνAA,ij(r, s) ≡ PAµ(r)Aν(s),ij = −〈A
µ(r)Aν(s)(i)(j)〉,
Da bismo naxli oblik kvantnih korekcija polaznog dejstva na nivou
jedne petǉe, potrebno je da izraqunamo amputirane dijagrame. Ukla-
ǌaǌe spoǉaxǌih nogu sa P (r, s) nije u potpunosti trivijalno zato xto
se ovde radi o nelokalnom kinetiqkom qlanu, koji u sebi sadri Me-





drdsG−1(p,−r)P (r, s)G−1(−s, q). (6.30)
Uklaǌaǌem spoǉaxǌih propagatora smaǌuje se broj Melerovih ker-
nela, a samim tim i broj parametarskih integrala u konaqnom rezul-
tatu. Ovo, zbog smaǌeǌa broja parametara, znaqajno olakxava ana-
lizu, ali poveava broj qlanova koje je potrebno analizirati.
U toku raqunaǌa, zbog kontrakcija vixe poǉa, dobijamo proizvode
vixe Melerovih kernela, a zbog rekurentnih relacija (6.26), sve kon-
trakcije poǉa se redukuju na kontrakcije skalarnih poǉa. Da bismo
olakxali raqun, u nastavku uvodimo oznake za proizvode vixe kon-
trakcija. U najjednostavnijem sluqaju, kada postoje proizvodi samo
dva Melerova kernela, oni se pojavǉuju u obliku
K2(p, q, k, l) = K(p, q)K(k, l) +K(p, k)K(q, l) +K(p, l)K(q, k). (6.31)
Kada postoje kontrakcije sa spoǉaxǌim impulsima r i s, ove impulse
odvajamo vertikalnim linijama i zapisujemo kao
K2(r, s|p, q) = K(r, p)K(s, q) +K(r, q)K(s, p). (6.32)
U opxtijem sluqaju sa m spoǉaxǌih i n unutraxǌih impusla (n ≥














K(r1, pπ1)K(r2, pπ2) . . . K(rm, pπm)K(pπm+1 , pπm+2) . . . K(pπn−1 , pπn)
gde su πp permutacije unutraxǌih impulsa. Km+n je simetriqno pri
izmeni bilo koja dva spoǉaxǌa ili unutraxǌa verteksa. Raqun se
dodatno pojednostavǉuje primenom rekurzije




K(r1, pi)Km+n−1(r2, . . . , rm|p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn).
Primenom rekurentnih relacija za kontrakcije (6.26) zbir svih do-

































P ′βφA − iµ
s̃β
s2
P ′αφA + P
′αβ
AA , (6.36)
pri qemu zbog sliqnosti verteksa Sint,4 i Sint,5 postoji odgovarajua
relacija izmeu doprinosa, xto definixe qlanove
Pφφi5 = −Pφφi4 + P ′φφi5,
PαφAi5 = −PαφAi4 − iµ
r̃α
r2









P ′φφi5 − iµ
r̃α
r2




gde i = 1, . . . , 5. Ovo vodi ka znaqajnom ponixtavaǌu, kao i meusobnoj
apsorpciji velikog broja qlanova.
Postoje dve vrste divergentnih doprinosa na nivou jedne petǉe.
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Qetvoroverteksi daju jednoqestiqne korelacione funkcije koje su iz-





{xµ ?, Aµ}φ. (6.38)
Postoje takoe divergentni doprinosi drugog reda. Ove dvoqestiqne
korelacione funkcije, koji potiqu od kontrakcija dva troverteksa su
izraqunate u [50]. U nastavku e biti objaxǌeni samo osnovni koraci
raquna koji je veoma dug i sadri nekoliko transformacija izraza sa
vixe stotina qlanova.
Razmotrimo element Pφφ matrice propagatora. Ovaj matriqni ele-
ment ujedno daje i najdivergentnije nelokalne doprinose tipa −1 i

















pri qemu je korelaciona funkcija 〈φ(r)φ(s)Aσ(p)φ(q)φ(k)Aν(p′)φ(q′)φ(k′)〉
suma svih kontrakcija spoǉaxǌih poǉa sa poǉima koja su sadrana
u verteksima. Meusobne kontrakcije spoǉaxǌih poǉa se ne uzi-
maju u obzir zato xto bi one dale nepovezane dijagrame. Postoji
ukupno devedeset qlanova oblika φ(r)φ(s)Aσ(p)φ(q)φ(k)Aν(p′)φ(q′)φ(k′) sa
po qetiri kontrakcije u svakom qlanu. Ovo u zbiru daje kombinaciju
K4(r, s|p, q, k, p′, q′, k′), jer svaka kontrakcija skalarnog poǉa sa skalar-
nim i gradijentnim daje po jedan Melerov kernel. Postoji i dodatnih
dvanaest kontrakcija AA od kojih svaka sadri po qlan u kojem nema
Melerovog kernela (drugi qlan u (6.25)), xto rezultuje kombinaci-
jom K3(r, s|p, q, p′, q′) koja je simetriqni zbir proizvoda tri Melerova





dp dq dk dp′dq′dk′δ(p+ q + k)δ(p′+ q′+ k′) (6.40)
















K3(r, s|p, q, p′, q′).
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Ovde proizvodi Melerovih kernela K3(r, s|p, q, p′, q′) i K4(r, s|p, q, k, p′, q′, k′)
imaju ulogu odgovarajuih faktora simetrije.
Date kontrakcije mogu da se reprezentuju i odgovarajuim Fajn-
manovim dijagramima. Kontrakcije tipa φφ emo da reprezentujemo
pravim linijama, kontrakcije AA talasastim linijama, a φA mexanim
linijama:
φφ = , AA = , φA = . (6.41)
Tako kontrakcije razliqitog tipa koje odgovaraju amplitudi Pφφ11,
mogu da se predstave dijagramima
Doprinosi drugih verteksa amplitudi Pφφ se nalaze u dodatku (I.1-I.11),
a dijagrami koji odgovaraju ovim doprinosima su
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Isprekidanom linijom predstavǉeni su propagatori za duhove c̄c. Par-
cijalni doprinosi duhova su nula zato xto ne postoje propagatori
izmeu multipleta Φ i duhova
Pφφi6 = = 0 (6.42)
za i 6= 6, gde je dupla linija opxta oznaka za kontrakciju izmeu dva
qlana multipleta Φ. Korixeǌem prethodno navedenog, celokupni do-




Pφφii + 2Pφφ12 + 2Pφφ13 + 2P
′
φφ15 (6.43)












Analogna jednaqina postoji i u sluqaju kada su spoǉaxǌa poǉa gra-
dijentna ili kombinacija koja sa sastoji od jednog skalarnog i jednog














Kvantna korekcija na nivou jedne petǉe je zbir svih pomenutih izraqu-
natih qlanova. Da bi se ovi doprinosi izraqunali, potrebno je iz-
raziti Melerove kernele (u gorǌem primeru K3 i K4) kao Gausove
parametarske integrale po impulsima p, q, k. Nakon toga se uradi in-
tegracija po impulsima. Rezultat je divergentni vixestuki integral
po parametrima, koji izuzev u najjednostavnijim sluqajevima, ne moe
da se izraquna eksplicitno.
Kao xto je ranije naglaxeno, amputirani propagatori imaju jed-
nostavniju strukturu jer se proizvodi Melerovih kernela redukuju.
Tako se na primer K3 i K4 redukuju na vixe qlanova koji sadre K
i K2. Da bi se naxli svi amputirani propagatori, potrebno je nai
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i ostale matriqne elemente PφA i PAA, koji se nalaze u dodatku (II.1-
III.11). Amputirani propagator za ceo multiplet (6.30) je reprezento-
van duplim linijama koje mogu imati vrednosti qlanova multipleta
(φ,A), pri qemu su ukloǌeni spoǉaxǌi propagatori








a matriqni elementi su dati izrazima:
Πµν(p, q) = a2p2q2P ′µνAA (p, q) (6.46)




dk P ′µφA(p, k)K
−1(−k, q) (6.47)





dk P ′ρφA(p, k)K
−1(−k, q) + iaµq̃ρ
(2π)2
∫







Mnoeǌem amputiranog propagatora multipletom klasiqnih spoǉax-





dr dsΦT (−r) Π(r, s) Φ(−s). (6.49)
Nax glavni zadatak je da izdvojimo divergencije u posledǌem izrazu.
6.3 Divergencije u φφ-sektoru
Efektivno dejstvo u koje sadri kvantne korekcije na nivou jedne
petǉe je dato jednaqinom (6.49). U komutativnom sluqaju, dvoqestiqne
korelacione funkcije su oblika
Π(r, s) = Π(r) δ(r + s). (6.50)
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Posledǌa jednaqina je posledica translacione invarijantnosti7. Me-
utim, mi ovde razmatramo nelokalnu teoriju koja nije translaciono
invarijantna. Zbog toga, da bismo dobili oblik divergencija u koor-








Ovde u predstavǉa razliku izmeu ulaznih i izlaznih impulsa u ver-
teksu ili du linije. U translaciono invarijantnom sluqaju, inte-
gracija se vrxi po u, a divergencija ostaje u Π(v), xto daje korekciju
u efektivnom dejstvu oblika
Γ =
∫
du dvΦT (−u− v) Π(u+ v)δ(2u) Φ(−u+ v) = 1
2
∫
dvΦT (−v) Π(v) Φ(v).









koji je sakriven u parametarskim integralima. Ovaj eksponencijalni
faktor regularizuje integraciju po impulsima u UV-sektoru. Diver-
gencije se pojavǉuju u IC-sektoru za male vrednosti kratke varijable
u. Metod koji koristimo kako bismo izraqunali ove IC-divergencije
je sledei. Razvijamo qlanove u efektivnom dejstvu (6.49) oko u = 0,
zadravajui pritom sve parametarske integrale koji potiqu iz Me-
lerovih kernela i Xvingerovih parametrizacija. Rezultujui inte-
grali su Poasonovog tipa. Kada se ovi integrali rexe, ostaju inte-
grali po parametrima. Kako bi se identifikovao stepen divergencije,
uvode se odgovarajui regulatori, a poǉa se razvijaju po kratkoj va-
rijabli uα (pogledati razvoj (6.59)). Nakon toga se integrali qlan
po qlan i ispostavǉa se da je samo prvih nekoliko qlanova diver-
gentno. Kao xto je napomenuto ranije, razmatramo samo doǌu granicu





7Ovde se koristi konvencija za Furijeovu transformaciju u kojoj su svi impulsi
ulazni.
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U nastavku emo da razmotrimo detaǉe raquna divergentnih dopri-
nosa Γ(div)φφ u efektivnom dejstvu. Nakon uklaǌaǌa spoǉaxǌih linija,
dobijaju se izrazi koji sadre nekoliko stotina qlanova. Veina tih
izraza je konaqna, xto moe lako da se vidi ocenom stepena divergen-
cije. Razmatramo divergentne qlanove po rastuem stepenu impulsa,
oqekujui da se u najniem redu pojavi samo renormalizacija mase i
talasne funkcije. Meutim, paǉiva analiza pokazuje da se u najni-
em stepenu po impulsu pojavǉuju nelokalni qlanovi oblika −2 i
−1 koji su novi. Zbog toga je fokus u ovom razmatraǌu upravo na tim
qlanovima. Oznaqavamo te qlanove izraza Π i Γ istim oznakama sa
tildom. Delovi amputiranog propagatora Π, u φφ-sektoru koji sadre












dp dq δ(−r − s+ p+ q) (6.54)













dp dq δ(−r − s+ p+ q) (6.55)
















dp dq δ(−r − s+ p+ q) (6.56)
















dp dq δ(−r − s+ p+ q) (6.57)





(p ∧ r) (q ∧ s)
p2(p− r)2
K(p, q) + (r ↔ s).
Uvoeǌem kratkih i dugih varijabli, izraavaǌem Melerovog ker-









































































































































































































Da bismo analizirali ponaxaǌe ovih integrala, prvo integralimo
po p primenom Gausovih integrala (koji se nalaze u dodatku). Za Γ̃(1)φφ ,



















Potrebno je da procenimo ovaj izraz na doǌoj granici u = 0, tako da
razvijamo poǉe φ oko ove taqke,
φ(−u+ v) = φ(v)− ∂αφ(v)uα + . . . (6.59)
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Lako se vidi da je ovaj izraz divergentan, odnosno da je rezultat po-
sledǌe dve integracije beskonaqan. Kada je u = 0, integral po ξ oblika∫∞
1
dξ (ξ − 1)/(ξ + 1) je divergentan za ξ = ∞. Ako prvo primenimo in-




/u2 je logaritamski di-
vergentan u u = 0.










gde je Λ regularizacioni parametar. Analiza preostalih qlanova je
sliqna, premda komplikovanija, jer odgovarajui izrazi u vodeem
redu, posle razvoja po u, sadre integrale po dva parametra ξ i η. De-
taǉi raquna su dati u dodatku. Sistematska procedura koja omoguava
ocenu ovih integrala je opisana u odeǉku 6.5. Sabiraǌem svih diver-
















φφ qlan koji je pronaen i u [50] sa korigo-
vanim beskonaqnim prefaktorom.
6.4 Divergencije u AA-sektoru
Najvea prepreka u formulaciji renormalizabilne nekomutativne
gradijentne teorije na Mojalovom prostoru je IC-kvadratno diver-
gentni qlan oblika Πµν ∝ pµpν/(p2)2. Ovaj qlan potiqe od neplanarnog
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dela sopstvene energije gradijentnog poǉa [94, 95, 96] i do sada se is-
postavilo da je ǌegovo prisustvo nezavisno od naqina na koji je fik-





? Fµν . (6.63)
Kao xto e se pokazati, u teoriji koju razmatramo takav qlan ne po-
stoji, ali postoje nelokalni qlanovi drugaqijeg oblika.
Analizirajui oblik Πµν u AA-sektoru, nalazimo samo dva qlana
koji mogu da predstavǉaju izvor nelokalnih divergencija:
























Ova dva qlana imaju isti oblik do na zamenu pµ → p̃µ, qν → q̃ν. Takoe,
ova dva qlana imaju i isti divergentni deo. Zbog toga emo ovde da
analiziramo samo prvi. Raqunski detaǉi su veoma sliqni kao i u
sluqaju φφ-sektora. Kao i ranije, mi elimo da ispitamo ponaxaǌe
integrala za malo u.






p ∧ (u+ v)
2
sin





Uvoeǌem Xvingerove parametrizacije i izraavajui Melerov ker-
nel preko parametara, dobijamo






cos(p ∧ u+ u ∧ v)− cos(p ∧ v − u ∧ v)
























Qlan koji elimo da izdvojimo je proporcionalan ṽµṽν/(v2)2 pa ne mo-







































(1 + 2ηξ)2uµuν + 2iεξṽµuν









2(1 + 2ηξ)2uµuν − 2ε2ξ2ṽµṽν + iεξ(1 + 2ηξ)(uµṽν + uν ṽµ)
(1 + 2ηξ)2u2 − ξ2ε2v2 + iεξ(1 + 2ηξ)(u · ṽ)
+





















































































6.5 Opis metoda regularizacije
Svi qlanovi iz izraza (IV.1-IV.3) sadre dva tipa parametarskih
integrala. Jedan tip integrala po parametru ξ, koji potiqe od Mele-
rovog kernela i drugi tip po parametru η, koji potiqe od Xvingerove
parametrizacije.








i oni su konvergentni na gorǌoj granici. Meutim, ova regulari-
zacija se gubi ako prvo posmatramo limes u2 = 0. U tom sluqaju se
divergencija po kratkoj varijabli u, manifestuje kao divergencija po
parametru ξ iz Melerovog kernela8. Ako prvo posmatramo limes u→ 0,
to predstavǉa potexkou u praeǌu uzroka i vrste divergencije u
krajǌoj analizi dobijenih rezultata.
Problem prelaska divergencije koja potiqe od u na divergenciju po
parametru moe da se ilustruje jednim jednostavnim primerom. Po-
kazaemo kako se kvadratna IC-divergencija ispoǉava kao divergen-







Jedan izraz koji se dobija nakon uklaǌaǌa spoǉaxǌih linija, a u




























8Ovu pojavu je prvi uoqio Dragan Prekrat i demonstrirao primerom koji sledi.
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Svi qlanovi koje emo analizirati imaju sliqan, ali komplikovaniji
oblik zbog prisustva dodatnog parametarskog integrala. Ako prvo
posmatramo limes u2 = 0, integracija po unutraxǌem impulsu p re-










S druge strane, ako prvo integralimo po parametru ξ,
























− 1 + 2γ + 2 ln 2 + 4 lnα + o(α2), (6.73)
gde je γ Ojler-Maskeronijeva konstanta.
U posledǌem primeru postoji samo jedan parametarski integral.
Qlanove iz kojih je potrebno izdvojiti vodee divergencije sadre
dva parametarska integrala i po pravilu nije mogue izvrxiti ek-
splicitno sve integracije. Postoji nekoliko tipova ovih integrala i
ovde emo prikazati osnovne korake i logiku regularizacije koju smo
koristili za izdvajaǌe vodeih nelokalnih divergencija.























i sadri dva razliqita parametarska integrala od kojih je svaki di-
vergentan. Integral po parametru ξ je divergentan na gorǌoj granici,
a kao xto moemo da zakǉuqimo iz prethodnog razmatraǌa ova diver-
gencija je manifestacija IC-divergencije po u. U [51] je sistematski
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ostavǉan faktor exp(−ξu2/2µ2) kako bi se ova divergencija pratila. U
nastavku emo izostaviti pisaǌe ovog faktora, ali emo imati u vidu
ǌegovo prisustvo. Integral po η je divergentan na na obe granice u
zavisnosti od stepena parametra η.
Regularizaciju emo izvrxiti na sledei naqin. Za sve integrale
koristimo isti veliki parametar ragularizacije Λ. U integralima
po impulsu, kako nas interesuje samo doǌa granica, uzeemo reci-
proqnu vrednost ovog parametra uz dimenziono usaglaxavaǌe pomou
masenog parametra µ. Za razliqite parametarske integrale koristimo
razliqite koeficijente uz Λ za gorǌe i doǌe granice. Konkretno, za













d(u2) prilagodili sfernoj simetriji podinte-







Kada u (6.74) razvijemo eksponent po v2 izostavǉamo qlanove O ((v2)2)
zato xto e ovi qlanovi posle Furijeove transformacije dati pozi-










































Integral po η nije divergentan u nuli, pa u ovom konkretnom sluqaju
nema potrebe za regularizacijom na doǌoj granici. Posle integracije

































Integracija po parametru ξ nije problematiqna na doǌoj granici, dok


















vidimo da je divergentni doprinos u limesu na gorǌoj granici (ξ →∞)
oblika
∫
dξ/ξ. Ova divergencija je IC-divergencija po u. Kao i u
prethodnom primeru, divergencija po ξ je manifestacija divergencije





















Uzimajui u obzir prethodne argumente i zadravajui samo vodeu


























ln Λ + ln ξ
))
.

















a kako za Λ → ∞ drugi qlan tei nuli, ovaj integral daje nelokalnu
logaritamsku IC-divergenciju oblika
I1 = −4π3µ2β1 ln Λ
∫
dx φ(x)−2φ(x). (6.82)
Oblik integrala koji slede je nexto sloeniji i regularizacija za-
hteva dodatne korake. Pomenuti koraci podrazumevaju regularizaciju
u sluqaju kada postoji pol podintegralne funkcije u parametarskom







Vidimo da ovaj integral ima dvostruki pol u taqki η = ε. U ovom















+ konaqni deo. (6.84)
Postoje sluqajevi kada parametarski integral po η ima zasek u pro-
storu parametara, odnosno kada mesto pola u podintegralnoj funkciji
integrala po η zavisi od vrednosti parametra ξ. Meutim, isposta-















do na konaqni doprinos.
Kada regularizujemo sve integrale, dobijamo korekciju propaga-

























Dodatni divergentni qlan oblika −1 potiqe iz verteksa sa qisto





















Naxi rezultati sadre jox nedefinisane parametre β, β2, γ, γ2.
Ovi parametri su uvedeni kako bi se ispitala mogunost da se di-
vergencije ponixte pogodnim izborom regulatora. Ova vrsta metoda
je, naravno, neka vrsta rukom uvedenog podexavaǌa jer ne elimo da
uvedemo veliki broj razliqitih regulatora. Uprkos postojaǌu neko-
liko razliqitih parametara, nalazimo da nije mogue da se ukloni
divergencija oblika −1. Kako je β2 6= ∞, divergencija u (6.89) uvek
ostaje. S druge strane, divergentni qlan oblika −2 u (6.86) moe
da se ukloni za izvesne vrednosti a pogodnim izborom β, β2, γ, γ2. U
nepropagirajuem sluqaju a = 0, ovaj qlan ostaje.
Ako izaberemo najjednostavnije vrednosti ovih parametara
β = β2 = γ = γ2 = 1,
vodee divergencije φφ-propagatora na nivou jedne petǉe postaju(
8
ε2










6.6 Analiza i ekstenzije modela
U [51], izraqunali smo korekcije propagatora na nivou jedne petǉe
za dimenziono redukovanu Jang-Milsovu gradijentnu teoriju defini-
sanu na modifikovanom Hajzenbergovom prostoru. Klasiqno dejstvo je
dato jednaqinama (6.17-6.18), a teorija je perturbativno kvantizovana
u okolini vakuumskog rexeǌa φ = 0, Aµ = 0. U qlanku koji prethodi
[50], naene su dve vrste divergencija na nivou jedne petǉe u prvom












U korekcijama drugog reda za φφ i AA propagatore i pronaxli smo







Korekcije na nivou jedne petǉe u φA-sektoru nismo raqunali, ali se
iz simetrije oqekuju nelokalne korekcije i u ovom sektoru.
Poqetna pretpostavka je bila da e zbog geometrijske konstrukcije
teorije i ukǉuqivaǌa odgovarajuih geometrijskih veliqina u dej-
stvo, rezultat biti odsustvo pomenutih nelokalnih korekcija. U pret-
hodnim radovima, geometrijskom konstrukcijom su dobijeni modeli za
skalarno i spinorsko poǉe, koji su renormalizabilni, pa je bilo pri-
rodno oqekivati da renormalizabilnost moe da se dovede u vezu sa
pozadinskom geometrijom kao u [48]. Sa druge strane, poznato je da
u sluqaju komutativnog zakrivǉenog prostora, da su skalarne i spi-
norske teorije renormalizabilne samo ako je materija neminimalno
vezana sa pozadinskom krivinom i torzijom [89]. Ova xema je egzaktno
primeǌena u sluqaju Grose-Vulkenharovog i Viǌ-Turnerovog modela.
Sliqno ponaxaǌe smo oqekivali i za U(1)-gradijentni model. Nasu-
prot tome, rezultat naxeg raquna je pokazao suprotno.
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Gradijentne teorije na nekomutativnim prostorima imaju dodatnu
slobodu koja ima veze sa postojaǌem kovarijantnih koordinata. To
znaqi da gradijentni potencijali mogu da se ukǉuqe direktno u dejstvo
preko kovarijantnih koordinata X i na taj naqin konstruixe klasiqna
teorija. Na primer, (XµXµ)n ili exp(αµXµ). Qak, ako se izbor teorija
suzi samo na one koje su geometrijski zapisane, odnosno na one teorije
kod kojih su qlanovi proporcionalni elementu zapremine, javǉaju se
nove gradijentno invarijantne veliqine. U trodimenzionom sluqaju,
ove mogunosti su:
trX(∗X), trX3, trXF, trX2(∗F ). (6.93)
Meutim, nisu svi ovi izrazi nezavisni. Relcija (6.5) za modifiko-
vani Hajzenbergov prostor je











































do na granicu i kosmoloxki qlan. Druga dva qlana su:









Vidimo da bi teorija bila renormalizabilna da su prisutne samo di-
vergencije (6.90-6.91), jer bismo mogli da proxirimo teoriju tako xto
bismo dodavali samo qisto geometrijske qlanove. Zapaamo takoe, da
bi dodavaǌe novih qlanova proizvoǉno transliralo klasiqni vakuum
φ = 0, Aµ = 0, xto je situacija koju bi dodatno trebalo shvatiti.
Dodatno, videli smo da je nemogue ponixtiti nelokalne divergen-
cije (6.92) na ovaj naqin dodavaǌem samo polinomijalnih izraza koji
sadre kovarijantne koordinate. Takoe i u ovom modelu nailazimo
na pojavi UV/IC-mexaǌa, pa zakǉuqujemo da qak ni ova geometrijska
konstrukcija ne rezultira renormalizabilnom gradijentnom teorijom.
Mogui putevi za pronalaeǌe renormalizabilne gradijentne teo-
rije bi mogli da budu razmatraǌe nepolinomijalnih interakcija ili
dodavaǌe nelokalnih qlanova koji bi realizovali neku verziju LS-
dualnosti, odnosno simetriju na zamenu  ↔ −1. Ovo posledǌe je
primeǌeno u sluqaju skalarne teorije poǉa [26]. Nekoliko uopxte-
ǌa za gradijentna poǉa je razmatrano u [66, 67] i [97, 98]. Meutim,
kompleksnost dejstava donekle predstavǉa prepreku za podrobniju ana-
lizu ovih teorija. Tako jox uvek nije jasno kakva forma nelokalnih
operatora bi ukǉuqeǌem u dejstvo rezultirala renormalizabilnom
gradijentnom teorijom. Nax posledǌi rezultat pokazuje da se qla-
novi oblika −1 pojavǉuju pri kvantizaciji qak i u lokalnoj verziji
gradijentne teorije. Drugi prvac istraivaǌa bi bilo ispitivaǌe
matriqne verzije naxeg gradijentnog modela ili ispitivaǌe neper-
turbativnih svojstava, kao xto je postojaǌe Gribovǉevih kopija i
ǌihovih implikacija [46].
Konaqno, mogue objaxǌeǌe za nerenormalizabilnost gradijent-
nih teorija na nekomutativnim prostorima lei u qiǌenici da su
u ovom kontekstu one u bliskoj vezi sa gravitacijom. To se ne vidi
samo u qiǌenici da u tom sluqaju impulsi pα ∈ A mogu da se kombi-
nuju zajedno sa gradijentnim potencijalima u jedinstven kovarijantni
objekat. Gradijentne i koordinatne transformacije u nekomutativnom
sluqaju ne mogu jasno da se razdvoje [99]. Zapravo, infinitezimalne
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lokalne transformacije
δφ = aα[pα, φ] (6.99)
imaju isti oblik kao i infinitezimalne U(1) transformacije
δφ = εα[Aα, φ], (6.100)
odnosno, (6.99) je specijalni sluqaj (6.100). Ako su gradijentne teo-
rije deo gravitacije i obrnuto, tada je ispravan naqin da se razume




Kao xto je do sada vixe puta reqeno, jedna od osnovnih motiva-
cija za uvoeǌe nekomutativnosti je poboǉxaǌe renormalizacionih
svojstava teorije poǉa. Prednost uvoeǌa nekomutativnosti u odnosu
na diskretizaciju prostor-vremena na Plankovoj skali u obliku krute
rexetke, jeste mogunost postojaǌa celularne strukture koja ne naru-
xava simetrije [4, 91]. Sa druge strane, formulacija teorije poǉa na
nekomutativnom prostoru je jedan od naqina da se vide mogui efekti
kvantne gravitacije koja modifikuje klasiqno prostor-vreme [5]. Po-
stojaǌe beskonaqnosti u vidu singularnih rexeǌa u klasiqnoj teoriji
gravitacije i divergencija u kvantnoj teoriji poǉa je indikacija da
na malim skalama prostor-vremena ne moemo da imamo pojam nepre-
kidnosti u standardnom smislu. Algebarske modifikacije prostor-
vremena u vidu nekomutativnosti su dodatno motivisane rezultatima
iz teorije struna, gde se u odreenom limesu efektivne teorije poǉa
redukuju na teorije poǉa na Mojalovom prostoru [11].
Drugi aspekt moguih modifikacija prostor-vremena na malim ska-
lama duine je nelokalnost. Kako su i same fundamentalne strune
nelokalni (rasprostrti) objekti, ova nelokalnost uvodi u teoriju
struna topologiju i omoguava postojaǌe drugih rasprostrtih obje-
kata kao xto su brane. Isto tako, u nekomutativnoj geometriji, kao
rezultat relacija neodreenosti izmeu koordinata, pojam taqke gubi
smisao, a samim tim i pojam lokalnosti u klasiqnom operacionalnom
smislu. Na primer, nelokalnost algebarski uvedena kroz θ-deformi-
sani proizvod na Mojalovom prostoru se manifestuje postojaǌem to-
poloxki neekvivalentnih dijagrama, odnosno UV/IC-mexaǌem u ne-
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planarnom sektoru [18]. Nelokalnost obezbeuje izbegavaǌe singula-
riteta povezanog sa interakcijom u taqki, ali kao xto smo na vixe
primera videli, kvantizaciju teorija poǉa zbog UV/IC-mexaǌa qini
veoma netrivijalnim zadatkom. Dodatno, nelokalnost je konceptualno
veoma problematiqna i kontraintuitivna jer naizgled nije u skladu sa
uobiqajenim pojmom kauzalnosti. Qak i kada je sama renormalizabil-
nost teorija poǉa u pitaǌu, postoji principijelna nemogunost do-
sledne primene renormalizacionih xema, jer su one takoe zasnovane
na pojmu lokalnosti [56]. Ipak, ostaje nada da e se inherentna nelo-
kalnost ispoǉiti u rezultujuim terojama u kontrolisanom obimu, ne
odstupajui od fenomenoloxke relevantnosti.
Na osnovu iznetih primera teorija poǉa formulisanih na Mojalo-
vom prostoru i uvida u osobine postojeih renormalizabilnih mo-
dela, moemo da zakǉuqimo da za sada postoji samo nekoliko pre-
skripcija koje rezultuju formulacijom teorija koje imaju dobre oso-
bine pri kvantizaciji i to u sluqaju skalarnog i spinorskog poǉa.
Jedna znaqajna osobina je Langman-Sabo dualnost. U teorijama koje
su LS-dualne simetrija izmeu UV i IC-sektora, zbog modifikacije
propagatora u Melerov kernel, za posledicu ima regularizaciju IC-
divergencija i uklaǌaǌe UV/IC-mexaǌa. Ali na primeru orijen-
tabilnog VT-modela, videli smo da postoje i druge karakteristike
koje bi mogle da utiqu na renormalizabilnost kao xto su, na primer,
topoloxke osobine grafova [29].
Na osnovu dosadaxǌeg iskustva meutim, moe samo da se pret-
postavi koje od karakteristika do sada ispitivanih modela bi bile
kǉuqne za rexeǌe problema u gradijentnom sektoru. Preduslov za
perturbativnu kvantizaciju gradijentnih teorija je postojaǌe trivi-
jalnog vakuuma koji bi imao izvesnu stabilnost pri kvantizaciji i
BRST-invarijantnost. Sama realizacija gradijentne invarijantnosti
je razliqita u odnosu na komutativne teorije i moe se postii za-
pisom dejstva kao funkcije kovarijantnih koordinata, xto nakon kvan-
tizacije na neki naqin dovodi u vezu kvantne fluktuacije gradijent-
nog poǉa sa kvantnim fluktuacijama samog pozadinskog nekomutativ-
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nog prostora. Zbog toga problem nekomutativnih gradijentnih teorija
nije u potpunosti mogue odvojiti od nekomutativne gravitacije [99].
Svrha naxeg i razmatraǌa na koja smo se nadovezali je bila po-
treba da se ispitaju mogunosti primene tetradnog formalizma za
opis gravitacije u nekomutativnoj geometriji, sa krajǌim ciǉem da se
razmotre fiziqke implikacije teorija poǉa definisanih na zakrivǉe-
nom prostoru. U ostvareǌu ovog zadatka kao pozadinsku nekomutativnu
geometriju razmotrili smo modifikovni Hajzenbergov prostor. Naqi-
ǌeni izbor je omoguio da se ispita veza izmeu renormalizabilnih
nekomutativnih modela i nekomutativne gravitacije. Ovo je uspexno
uraeno na primeru Grose-Vulkenharovog [47] i Viǌ-Turnerovog [48]
modela, gde se pomenute teorije mogu videti kao teorije poǉa u gravi-
tacionom potencijalu, a interakcija sa gravitacionim poǉem reali-
zovana kroz neminimalnu interakciju sa krivinom i torzijom zakri-
vǉenog nekomutativnog prostora. Renormalizabilnost oba modela je u
saglasnosti sa renormalizacionim svojstvima poǉa koje propagira na
qetvorodimenzionalnom zakrivǉenom pozadinskom prostoru [88]. Do-
datno, to bi moglo da predstavǉa jednu formu tvreǌa da ako doǌa
granica mereǌa duine ima veze sa gravitacijom, onda se oqekuje da
gravitacija regularizuje kvantne teorije poǉa [92]. Ova veza u slu-
qjevima koje smo razmatrali moe da se konkretizuje i demonstrira
na primeru matriqne geometrije. Naime, kvantizacija teorije koja je
reprezentovana konaqnim matricama je dobro definisana i konaqna,
ali se postavǉa pitaǌe smisla kontinualnog limesa. Prvi dokaz re-
normalizabilnosti GV-modela je uraen u matriqnoj bazi, a kontinu-
alni limes se nalazi u dokazu renormalizabilnosti [20]. Modifiko-
vana Hajzenbergova algebra ima konaqnodimenzione matriqne repre-
zentacije, a kontinualni limes je dat Inonu-Vignerovom kontrakci-
jom, xto moe da se interpretira dimenzionom redukciom na potpro-
stor z = 0.Ova hiperpovrx je zakrivǉena, ali je i daǉe u algebarskom
smislu Mojalov prostor [47]. To je predstavǉalo motivaciju da se
ispita ovakav limes za gradijentne teorije jer su na osnovu prethodna
dva primera postojale indicije da e matriqna geometrija biti neka
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vrsta IC-regulatora. Kǉuqno i veoma netrivijalno pitaǌe je da li
kvantizacija i ovaj kontinualni limes komutiraju.
U svim primerima koji su razmotreni primeǌena je nekomutativna
verzija tetrdnog formalizma koja omoguava geometrijsku konstruk-
ciju dejstva, a prilagoena je matriqnim geometrijama. Jang-Milsovo
dejstvo na modifikovanom Hajzenbergovom prostoru, geometrijski for-
mulisano jezikom nekomutativnih formi u tetradnom formalizmu [49],
dimenzionom redukcijom na zakrivǉeni potprostor dalo je Jang-Mils-
ovu teoriju na Mojalovom prostoru koja dodatno interaguje sa skalar-
nim poǉem. Skalarno poǉe se javǉa kao posledica KK-redukcije jer
se poqetni stepeni slobode gradijentnog potencijala u tri dimenzije
manifestuju kao multiplet skalarnog i gradijentnog poǉa u dve di-
menzije. Dejstvo sadri i druge geometrijske qlanove koji su gene-
risani dimenzionom redukcijom, a dodatno je i BRST-invarijantno.
Interakcija poǉa sa pozadinskom gravitacijom je ostvarena tako xto
se eksplicitna koordinatna zavisnost pojavǉuje u kovarijantnim iz-
vodima gde se gradijentni potencijali mnoe koordinatno zavisnim
komponentama koneksije. Iako je oblik dejstva posle dimenzione re-
dukcije priliqno sloen, ovo dejstvo ima trivijalan klasiqni vakuum
koji omoguava perturbativnu kvantizaciju. Dodatno, kao i u sluc-
haju skalarnog i spinorskog poǉa, ova eksplicitna koordinatna zavi-
snost modifikuje oblik kinetiqkog qlana xto za posledicu ima prisu-
stvo Melerovog kernela u propagatorima. Pretpostavka je bila da e
ovakav oblik propagatora u dovoǉnoj meri da umaǌi ili eliminixe
UV/IC-mexaǌe.
Pokazalo se da posle kvantizacije postoje IC-divergencije [50], kao
i da postoje IC-divergentni tedpol dijagrami, xto znaqi da poqetni
vakuum pokazuje neku vrstu nestabilnosti pri kvantnim fluktuaci-
jama. Uprkos tome, oqekivalo se da e u nastavku raquna doi do po-
nixtavaǌa ovih divergencija, kao xto se to desilo sa nelokalnim −1
qlanovima u [50], usled mexaǌa gradijentnog i skalarnog sektora. To
je bila motivacija da se zapoqeti raqun na nivou jedne petǉe dovede do
kraja [51]. Analizirana teorija je sa tehniqkog aspekta veoma komplek-
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sna. Model sadri deset verteksa i raqunaǌe popravki propagatora
je podrazumevalo sloen proces sistematizacije doprinosa i klasifi-
kacije divergencija. Ovo je predstavǉalo veliki izazov, posebno ako
se ima u vidu da su krajǌi rezultati izraeni u obliku vixeparame-
tarskih integrala, koji su svi divergentni i za koje se ispostavilo da
mexaju divergencije, jer su se u limesima koje smo posmatrali diver-
gencije po kratkoj varijabli manifestovale kao divergencije po para-
metrima. Rezultat sprovedenog raquna je postojaǌe nelokalnih −1
i −2 IC-divergencija u skalarnom i −1 IC-divergencija u gradi-
jentnom sektoru. Ovakav ishod znaqi da teorija ne moe da se renor-
malizuje dodavaǌem novih gradijentno invarijantnih qlanova koji bi
bili generisani kovarijantnim koordinatama. Nax krajǌi zakǉuqak
je da qisto geometrijska formulacija nije dovoǉna kako bi analizi-
rana gradijentna teorija bila renormalizabilna.
Model koji smo analizirali je LS-dualan u skalarnom, ali ne i
u gradijentnom sektoru. Izvesna poboǉxaǌa teorije bi mogla da se
postignu na jox nekoliko naqina. Jedan je unoxeǌe rukom nelokalnih
qlanova u gradijentnom sektoru kako bi se postigla LS-dualnost ↔
−1, kao u translaciono invarijantnim modelima. Druga mogunost
koju smo ranije naveli je dodavaǌe nepolinomijalnih funkcija kova-
rijantnih koordinata. Qiǌenica da u nekomutativnim U(1) modelima
na Mojalovom prostoru postoje Gribovǉeve kopije [46], navode na jox
jednu mogunost koja se svodi na primenu Gribov-Zvanzingerovog pri-
stupka lokalizacije uvoeǌem dodatnih poǉa. Trenutno meutim, jox
nije jasno da li ovaj pristup omoguava istorvremeno rexeǌe pro-
blema UV/IC-mexaǌa i Gribovǉevog problema. Kako je u pitaǌu pro-
blem lokalizacije, mogue je da bi gravitaciono konfiniraǌe poǉa u
koordinatno zavisnom potencijalu moglo da odigra znaqajnu ulogu u
rexeǌu oba problema.
Na kraju bismo mogli da ponovimo pretpostavku iz [51], da ako gra-
dijentne teorije u nekomutativnoj geometriji ne mogu da se odvoje od
gravitacije, mogue rexeǌe problema renormalizacije gradijentnih
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IV Qlanovi sa divergentnim doprinosima
u φφ-sektoru
Divergentni doprinosi u efektivnom dejstvu koji potiqu iz φφ-
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(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ)
∫
d(u2) f(u2)




duK2(p, q, k, u)K
−1(−u, r) =




duK3(p, q, k, p
′, q′, u)K−1(−u, r) = δ(p+ r)K2(q, k, p′, q′)
+ δ(q + r)K2(q, k, p
′, q′) + δ(k + r)K2(p, q, p
′, q′) + δ(p′+ r)K2(p, q, k, p
′)
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du dv K−1(r,−u)K3(u, v|p, q, p′, q′)K−1(−u, r) =
= δ(p+ r)δ(q + s)K(p′, q′) + δ(p+ r)δ(p′+ s)K(q, q′) + δ(p+ r)δ(q′+ s)K(q, p′)
+ δ(q + r)δ(p+ s)K(p′, q′) + δ(q + r)δ(q′+ s)K(p, p′) + δ(q + r)δ(p′+ s)K(p, q)




du dv K−1(r,−u)K4(u, v|p, q, k, p′, q′, k′)K−1(−u, r)
=
(
δ(p+ r)δ(q + s)K2(k, p
′, q′, k′) + δ(p+ r)δ(k + s)K2(q, p
′, q′, k′)
+ δ(p+ r)δ(p′+ s)K2(q, k, q
′, k′) + δ(p+ r)δ(q′+ s)K2(q, k, p
′, k′)
+ δ(p+ r)δ(k′+ s)K2(q, k, p
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